Invariante Variationsprobleme.

(F. Klein zum fiinfzigjdhrigen Doktorjubilium.)
Von
Emmy Noether in Gottingen.

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehorigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prézisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine Grappe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also anf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Ffir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er-
withne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz und
goiny Schifiler (z. B.-Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen®). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Anusfithrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht. .

2) Hamel: Math. Ann. Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 36, bes. § 9, S. 511, Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19. Juli 1918.

In einer eben erschiencnen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach dhnlicher Methode.

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse., 1918, Heft 2. 17
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ﬂuﬂ.t, wofiir ich auf die SchluBbemerkungen der Kleinschen Note
verweisen darf.

§ 1. Vorbemerkungen und Formulierung der Siitze.

-

Alle im folgenden auftretenden Funktionen sollen als ana-
lytisch oder wenigstens als stetig und endlich oft stetig differen,
tieerbar, und im betrachteten Bereich eindeutig angenommen werden.

Unter einer ,Transformationsgruppe“ versteht man bekanntlich
ein System von Transformationen derart', daf zu jeder Transfor-
mation eine im System enthaltene Umkehrung existiert, und daB
die Zusammensetzung irgend zweier Transformationen des Systemq
wieder dem System angehdren. Die Gruppe heifit eine endliche
kontinuierliche @59, wenn ihre Transformationen enthalten
sind in einer allgemeinsten, die analytisch von ¢ wesentlichen -
Parametern & abhiingt (d. h. die ¢ Parameter sollen sich nicht als
¢ Funktionen von weniger Parametern darstellen lassen). Ent-
sprechend versteht man unter einer unendlichen kontinuier-
lichen ®_, eine Gruppe, deren allgemeinste Transformationen von
o wesentlichen willkiirlichen Funktionen p(x) und ihren Ableitungen
analytisch oder wenigstens stetiz und endlich oft stetig differen-
tilierbar abhéingen. Als Zwischenglied zwischen beiden steht die
von unendlich vielen Parametern, aber mnicht von willkiirlichen
Funktionen abhéngende Gruppe. SchlieBlich bezeichnet man als
gemischte Gruppe eine solche, die sowohl von willkiirlichen
Funktionen, als von Parametern abhingt?).

Es seien #,, ..., #, unabhingige Verénderliche, u,(2), ..., %, (%)
von diesen abhéngige Funktionen. Unterwirft man die z und w
den Transformationen einer Gruppe, so miissen wegen der voraus-
gesetzten Umkehrbarkeit der Transformationen unter den trans-
formierten Grofen wieder genau # unabhingige — y,, ..., y, — ent-
halten sein; die iibrigen davon abhiingigen seien mit v, (y), ..., v.(¥)
bezeichnet. In den Transformationen kénnen auch die Ableitungen

1) Lie definiert in den ,Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen kontinuier-
lichen Transformationsgruppen“ (Ber, d. K. Sichs. Ges. der Wissensch. 1891) [zitiert
nGrundlagen®] die unendliche kontinuierliche Gruppe als Transformationsgrappe,
deren Transformationen durch die allgemeinsten Lisungen eines Systems partieller
Differentialgleichungen gegeben sind, sobald diese Losungen nicht nur von einer
endlichen Anzahl von Parametern abhingen. Dadurch erhéilt man also einen der
oben angegebenen, von der endlichen Gruppe verschiedenen Typen; wihrend um-
gekehrt der Grenzfall von unendlich vielen Parametern nicht notwendig einem
Differentialgleichungssystem zu geniigen braucht.
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der u nach den z, also %, g; - auftreten?). Eine Funktion

heifit eine Invariante der Gruppe, wenn eine Relation besteht:

ou 0w dv o'
P(.Z‘, u, "é;l oz’ ) = -P(y: v, _6;’ a_yﬂ )
Insbesondere wird also ein Integral I eine Invariante der Gruppe
wenn eine Relation besteht:

o el S
_f ff(y’ 'ay ey" )yg)

integriert iiber ein beliebiges reelles #-Gebiet und das ent-
sprechende y-Gebiet ®).

Anderseits bilde ich fiir ein beliebiges, nicht notwendig inva-
riantes Integral I die erste Variation 6 und forme sie nach den
Regeln der Variationsrechnung durch partielle Integration um.
Es kommt bekanntlich, sobald man du mit allen auftretenden Ab-
leitungen am Rande als verschwindend, sonst aber beliebig an-
nimmt:

@ oI =f---fd’fdx =f---f<2¢‘(x, # %, -.-)au,.)d:c,

wo ¢ die Lagrangeschen Aunsdriicke bedeuten; d.h. die
linken Seiten der Lagrangeschen Gleichungen des zugehdrigen
Variationsproblems 61 = 0. Dieser Integralrelation entspricht
eine integralfreie Identitét in du und seinen Ableitungen, die
dadurch entsteht, daf man die Randglieder mit anschreibt.. Wie

1) Ich lasse — soweit mdglich auch bei Summationen — die Indices weg;
almetw:;fﬁr'aa; u. 8. W, !

2) Ich schreibe a.bkl.\rxend dz, dy fir dw, ... dwz,, dy, ... dy,.

8) Alle "in den Transformationen auftretenden Argumente x, w, & p (%)
‘sollen als reell angenommen werden, wihrend die Koeffizienten komplex sein diirfen.
Da es sich aber in den SchluBresultaten um Identititen in den x, w, Para-
metern und willkiirlichen Funktionen handelt, gelten diese auch fir komplexe
‘Werte, sobald nur alle auftretenden Funktionen als analytisch angenommen werden.
Ein groBer Teil der Resultate liBt sich iibrigens integralfrei begrunden, sodaf
hier die Beschriinkung auf das Reelle auch bei der Begrindung nicht notwendig
ist. Dagegen scheinen die Betrachtungen am Schlusse von § 2 und Anfang von
§ b nicht integralfrei durchfuhrpar zu sein,

17*
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die partielle Integration zeigt, sind diese Randglieder Integrale
tiber Divergenzen, d. h. iiber Ausdriicke

34, 04,
oz, oz, ’

Divd = et

wobei 4 linear in 0w und seinen Ableitungen ist. Somit kommt:
@) S 4,0u; = df + Div 4.

Enthilt 7 insbesondere nur erste Ableitungen der u, so ist im
Fall des einfachen Integrals die Identitdt (3) identisch mit der
von Heun sogenannten ,Lagrangeschen Zentralgleichung®:

wihrend fiir das n-fache Integral (8) iibergeht in:

(%) zw.au;af-%(zﬁﬁ—iau;)—-—-—ggz(za‘Z{&‘ &u.-).

oz, ox,

Fiir das einfache Integral und x Ableitungen der u ist (3) gegeben
durch: ’
(6) 2 ¥, 0u;, = 0f —

d 1\ 2 o . o O o pen)l
E((I)—gzz%d‘u.+(1)§?,6u; +---+(’1‘)5%m5u5 ’)‘+

9 3\ 9 g (%~2
() auont 3} 4+ 5) o )+

d

dz*

dx
+

: . @ %\ of
W g (2 () ]
und eine entsprechende Identitit gilt beim n-fachen Integral; 4
enthélt insbesondere du bis zur (x—1)ten Ableitung. Da8 durch (4),
(B), (6) tatsichlich die Lagrangeschen Ausdriicke ¥, definiert sind,
folgt daraus, daf durch die Kombinationen der rechten Seiten alle
htheren Ableitungen der du eliminiert sind, wihrend andererseits
die Relation (2) erfiillt ist, zu der die partielle Integration ein-
deutig fithet, 5

Es handelt sich nun im folgenden um die beiden Sétze:
L Ist das Integral I invariant gegeniiber einer
®,, s0 werden o linear-unabbéingige Verbindungen
der Lagrangeschen Ausdriicke zu Divergenzen — um-
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gekehrt folgt daraus die Pravarianz-von.T ga%e’n fiber
einer ®, Der Satz gilt anck noch im Grenzfall von
unendllch vielen Parametern.

II. Ist das Integral I invariant gagenﬁber einer
®,, in der die willkiirlichen Funktionen bis zur eten
Ableitung auftreten, so bestehen o identische Re-
lationen zwischen den Lagrangeschen Ausdrficken
und ihren Ableitungen bis zur oten Ordnung; auch
hier gilt die Umkehrung?).

Fiir die gemischten Gruppen gelten die Aussagen beider Sitze
es treten also sowohl Abhédngigkeiten wie davon unabhidngige
Divergenzrelationen auf.

Geht man von diesen Identititen zu dem zugehdrigen Va-
riationsproblem iiber, setzt also ¢ = 07), so sagt Batz I im ein-
dimensionalen Fall — wo die Divergenz in ein totales Differential
iibergeht — die Existenz von ¢ ersten Integralen aus, zwischen
denen allerdings nichtlineare Abhingigkeiten bestehen kénnen®);
im mehrdimensionalen Fall erhilt man die neuerdings oft als ,Er-
haltungssitze“ bezeichneten Divergenzgleichungen; Satz II sagt aus,
daf ¢ der Lagrangeschen Gleichungen eine Folge der iibrigen sind.

Das einfachste Beispiel zu Satz I# — ohne Umkehrung — bildet
die WeierstrafBsche Parameterdarstellung; hier ist das Integral
bei Homogenitédt erster Ordnung bekanntlich invariant, wenn man
die unabhiéngige Variable z durch eine willkiirliche Funktion von
z ersetzt, die » ungedndert 1liBt (y = p(»); v%(y) = wu,(z)). Es
tritt also eine willkiirliche Funktion, aber ohne Ableitungen auf;
und dem entspricht die bekannte lineare Relation awischen den

Lagrangeschen Ausdriicken selbst: 2%% = 0. Ein weiteres

Beispiel bietet die ,allgemeine Relativitdtstheorie“ der Physiker; es
handelt sich hier um die Gruppe allgr Transformationen der
x: y, = p,(z), wihrend die w (als.g,, und g bezeichnet) den da-
durch fiir die Koeffizienten einer quadratischen und linearen Dif-
" ferentialform induzierten Transformationen unterworfen werden,
Transformationen, die die ersten Ableitungen der willkiirlichen
Funktionen p(z) enthalten. Dem entsprechen die bekannten n Ab-
héngigkeiten zwischen den Lagrangeschen Ausdriicken und ihren
ersten Ableitungen *).
1) Far gewisse triviale Ausnahmefille vergl. § 2, 2. Anmerkung.
2) Etwas allgemeiner kann man auch t; = T} setzen, vergl. § 8, erste An-

merkung.
8) Vergl. den Schluf von § 8.
4) Vergl, etwa die Kleinsche Darstellung.
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Spezialisiert man insbesondere die Gruppe dadurch, daf man
keine Ableitungen der u(z) in den Transformationen zuldft, und
auferdem die transformierten unabhingigen GréBen nur von den
z, nicht von den w abhéngen ld8t, so folgt (wie in §5 gezeigt
wird) aus der Invarianz von I die relative Invarianz von ] ¢,du,*)
und ebenso der in Satz I auftretenden Divergenzen, sobald die
Parameter geeigneten Transformationen unterworfen werden.
Daraus folgt noch, daB auch die oben erwihnten ersten Integrale
die Gruppe gestatten. Fiir Satz II ergibt sich ebenso die relative
Invarianz der mittelst der willkiirlichen Funktionen zusammen-
gefaBten linken Seiten der Abhédngigkeiten; und als Folge davon noch
eine Funktion, deren Divergenz identisch verschwindet und die Gruppe
gestattet — die in der Relativititstheorie der Physiker den Zusammen-
hang zwischen Abhiéngigkeiten und Energiesatz vermittelt ®). Satz IT
gibt schlieflich noch in gruppentheoretischer Fassung den Beweis
einer hiermit zusammenhingenden Hilbertschen Behauptung iibcr
das Versagen eigentlicher Energiesiitze bei ,allgemeiner Relativitat®.
Mit diesen Zusatz-Bemerkungen enthiilt Satz I alle in Mechanik
u.s.w. bekannten S#tze iiber erste Integrale, wihrend Satz II
als grofitmogliche gruppentheoretische Verallgemeinerung der ,all-
gemeinen Relativitdtstheorie“ bezeichnet werden kanmn.

§ 2. Divergenzrelationen und Abh#ingigkeiten.

Es sei ® eine — endliche oder unendliche — kontinuierliche
Gruppe; dann 148t sich immer® erreichen, daf der identischen
Transformation die Werte Null der Parameter & bezw. der will-
kiirlichen Funktionen p () entsprechen?®). Die allgemeinste Trans-
formation wird also von der Form:

Y == Ar(xs U, oz’ "') = &+ dx;+--

0
v; (y) =-B-’(x: Y, 6_:’ ) = w;+ Ju; 4+

‘ ‘
1) D.h. 3, du; nimmt bei Transformation einen Faktor an.
2) Vergl. die zweite Kleinsche Note.
8) Vergl. etwa Lie: ,Grundlagen, 8. 331, Handelt es sich um willkiirliche
Funktionen, so sind die speziellen Werte a° der Parameter durch feste Funk-

8
tionen p°, %}; , +++ zu ersetzen; und entsprechend die Werte a? -} & durch p? 4 p (%),

dp? = 8p
Bz T VT
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wo 4z, du; die Glieder niedrigster Dimension in & bezw. p(2)
und seinen Ableitungen, bedeuten; und zwar sollen sie linear
" darin angenommen werden. Wie sich spiter zeigen wird, ist das
keine Einschrinkung der Allgemeinheit.

Sei nun das Integral I eine Invariante gegeniiber ®, also die
Relation (1) erfiillt. Insbesondere ist dann I auch invariant gegen-
iiber der in ® enthaltenen infinitesimalen Transformation:

Y = &+ dz;; v (y) = wi+ du;
und dafiir geht die Relation (1) iiber in:

@) 0 =41 =f~-ff(y, v(y), —%,---)dy

_f...ff(a:, u (z), —g%, ) dz,

wo as erste Integral tiber das dei 2~Gebiet entsprechende 2+ Ax-
Gebiet zu erstrecken ist. Diesé Integration ldft sich aber auch
in eine Integration iiber das 2-Grebiet verwandeln vermdge der fiir
infinitesimale 4z geltenden Umformung

® S ftlo o0 S +) v
= [ [t(e 0@, %;—,---)d:r+f---fDiv(f-dx)»dx.

Fiihrt man somit an Stelle der ipﬁnitasima.len Transformation Au
die Variation ein: S oy

©) Bos = @) — ) = =3 g—:id:cl,
so geht (7) und (8) iiber in:
(10) 0= f--f[_frfi Digl(f.dx)}dx.

Die rechte Seite ist die hekanntd Formel fiir gleichzeitige Va-
riation der-abhingigen und uf] sen Variabeln. Da die Beziehung
- (10) “bei Integration iiber jolles beliebige Gebiet exfiillt ist, so

muB der Integrand identisch verschwinder; die Lieschen Diffe-
rentialgleichungen fiir die Inverianz von I gehen also tiber in die

Relation:

(1n 3f + Div (f. 4z) = 0.

Driickt man hierin nach (3) df durch die Lagrangeschen Ausdriicke
aus, so kommt:

(12) S0, = DivB (B = 4—f.4dx),
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und diese Relation stellt also fiir jedes invariante Integral I
eine ldentitit in allen auftretenden Argumenten dar; es ist die
gesuchte Form der Lieschen Differentialgleichungen fiir I%).

Sei nun vorerst ® als endliche kontinuierliche G—ruppe
@, angenommen; da nach Annahme 4u und 4z linear in den
Parametern &y «+v &8y S0 gilt nach (9) das gleiche fiir ou und seine
Ableitungen ; somlt sind A und B linear in den & Setze ich
daher .

B = B("al+---+.B‘9’ag; du = ﬁw"’al+---+5u‘9’£&,

wo also du®, ... Funktionen von z, u, g—;?, «++, 80 folgen aus (12)

die gesuchten Divergenzrelationen:
(13) 3 .0uf’ = Div B®; .., Sy 0uf = Div B®.

Es werden alsogplinear-unabhidngige Verbindungen
der Lagrangeschen Ausdriicke zu Divergenzen; die li-
neare Unabhiingigkeit folgt daraus, daf mnach (9) aus 0u = 0,
dz = 0 auch Ju = 0, 42 = 0 folgen wiirde, also eine Abhén-
gigkeit zwischen den infinitesimalen Transformationen. Eine solche
ist—aber nach Voraussetzung fiir keinen Parameterwert erfiillt;
da sonst die aus den infinitesimalen Transformationen durch Inte-
gration wieder entstehende ®, von weniger als ¢ wesentlichen
Parametern abhinge. Die weltere Mbglichkeit du = 0, Div (fdz) = 0
war aber ausgeschlossen. Diese Schliisse gelten auch noch im
Grenzfall von unendlich vielen Parametern.

Seinun @ eine unendliche kontinuierliche Gruppe
®,,; dann werden wieder du und seine Ableitungen, also auch B,
linear in den willkiirlichen Funktionen p (2) und ihren Ableitungen ?);
sei durch Einsetzen der Werte von du, noch unabhingig von (12):

R Pidu; =

9 ) a (11
z_wf{a?*cx, ty - )P (@) +B0@, 4y ) Lt 6 (2 0, - ) T
a1 oz ox

1) (12) geht itber in 0 = O fiir den trivialen Fall — der nur auftreten
kann, wenn 4w, du auch von Ableitungen der % abhingen — wenn Div(f. dz) = 0,
8u = 0; diese infinitesimalen Transformationen sind also stets von den Gruppen
abzuspalten; und nur die Anzahl der iibrigen Parameter oder willkiirlichen Funk-
tionen bei den Formulierungen der Sitze zu zahlen. Ob die [iibrigen infinitesi-
malen Transformationen noch stets eine Gruppe bilden, muf dahingestellt bleiben.

2) Da8 es keine Einschrinkung bedeutet, die » von den , -g—x: frei an-
zunehmen, zeigt die Umkehrung,



Invariante Variationsprobleme. 243

Nun lassen sich, analog der Formel der partiellen Integration
nach der Identit's'.t-

®(z u, . ) 32° p(z) = (- 1)‘ % . p(z) mod Divergenzen

die Ableitungen von p ersetzen durch p selbst und durch Diver-
genzen, die linear in » und seinen Ableitungen werden; somit
kommt:

(14) 5% i
Sl u) - gt v 4+ (1)

und in Verbindung mit (12):
(18) Z{(a )~ 5 P v+ + (1Y (@ w0} p® = Div(B-T)

Ich bilde nun das n-fache Integral iiber (16), erstreckt iiber irgend
ein Gebiet; und wihle die p(z) so, daB sie mit allen in (B—1T)
auftretenden Ableitungen am Rande verschwinden. Da das Inte-
gral iiber eine Divergenz sich aut ein Randintegral reduziert,
verschwindet also auch das Integral iiber die linke Seite von (15)
fiir willkiirliche, nur am Rande mit geniigend vielen Ableitungen
verschwindende p(z); und daraus folgt nach bekannten Schliissen
das Verschwinden des Integranden fiir jedes p (), also die ¢ Re-
lationen:

16) Z (e 0)— - 099)+ -+ (1 s (9} =0 (1=1,2...0)

Das sind die gesuchten Abhéingigkeiten zwischen den
Lagrangeschen Ausdriicken und ihren Ableitungen
bei Invarianz von I gegeniiber ® ,; die lineare Unabhin-
gigkeit zeigt sich wie oben, da die Umkehrnng auf (12) zuriick-
fihrt;: and da man wieder von den infinitesimalen Transforma-
tionert-auf die endlichen zuriickachlieBen kann, wie in § 4 néher
ausgefiihrt wird. Danach treten also bei einer @, schon in den
infinitesimalen Transformationen immer ¢ willkiirliche Transfor-
mationen auf. Aus (18) und (16) folgt noch Div(B—TI) = 0.

Setzt man entsprechend einer ,gemischten Gruppe“ 4z und Ju
linear in den & und den p(z) an, so sieht man, indem man einmal
die p(z), einmal die ¢ Null setzt, daB sowohl Divergenzrelationen
(18), wie Abhiéngigkeiten (16) bestehen.

aﬂ (1) (4)
377 ( W}p +Divr
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§ 3. Umkehrung im Fall der endlichen Gruppe.

Um die Umkehrung zu zeigen, sind zuerst im wesentlichen
die vorhergehenden Uberlegungen in umgekehrter Reihenfolge zu
durchlaufen. Aus dem Bestehen von (13) folgt durch Multipli-
kation mit den & und Addition das Bestehen von (12); und ver-
mége der Identitit (8) daraus eine Beziehung: df + Div(4—B) = 0.

Sebut ooy aldot il = %.—-(A—-B), s0 ist man dadurch za (11) ge-

langt; daraus folgt durch Integration schliefilich (V): &I = 0,
also die Invarianz von I gegeniiber der durch 4z, 4u bestimmten
infinitesimalen Transformation, wobei die 4 sich vermdge (9) aus
47 und du bestimmen, und #z und 4w linear in den Parametern
werden. 41 = 0 zieht aber in bekannter Weise die Invarianz
von I gegeniiber den endlichen Transformationen nach sich, die
durch Integration des simultanen Systems entstehen:

dx du; (x.- =

An o = dz; T = gu; Y fir ¢ = o),

Uy

®
l

Diese endlichen Transformationen enthalten ¢ Parameter q, ... a,
némlich die Verbindungen fz,, ..., ts,, Aus der Annahme, daf es
¢ und nur ¢ linear unabhingige Divergenzrelationen (13) geben
soll, folgt ferner, daB die endlichen Transformationen, sobald sie

die Ableitungen -g% nicht enthalten, stets eine Gruppe bilden. Im

entgegengesetzten Fall wire nimlich mindestens eine durch den
Lieschen Klammerprozef entstehende infinitesimale Transformation
keine lineare Verbindung der o tibrigen; und da I auch diese Trans-
formation gestattet, wiirde es mehr als o linear-unabhéngige Di-
vergenzrelationen geben; oder diese infinitesimale Transformation
wire von der speziellen Form, daB du=0, Div(f.42)=0, dann aber
wire dz oder 4u gegen Voraussetzung von Ableitungen abhiingig.
Ob dieser Fall eintreten kann, wenn Ableitungen in 4z oder Zu auf-
treten, muB dahingestellt bleiben; es sind dann dem oben bestimmten
47 noch alle Funktionen 4z hinzuzutiigen, fiir welche Div (f. 4z) = 0,
um wieder Gruppeneigenschaft zu erhalten; die dadurch hinzu-
tretenden Parameter sollen aber nach Verabredung nicht mitgezahlt
werden. Damit ist die Umkehrung bewiesen.
o Aus dieser Umkehrung folgt noch, daB tatséichlich 4z und Ju
linear in den Parametern angenommen werden diirfen. Wiren
nﬁmlicl-:l 4w und 4z Formen htheren Grades in & so wiirden wegen
der Linearunabhiingigkeit der Potenzprodukte der & ganz ent-
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sprechende Relationeu (13), nur in griéBerer Anzahl folgen, aus
denen nach der Umkehrung Invarianz von I folgt gegeniiber einer-
Gruppe, deren infinitesimale Transformationen die Parameter linear
enthalten. Soll diese Gruppe genan ¢ Parameter enthalten, so
miissen zwischen den urspriinglich durch die Glieder hgheren Grades
in & erhaltenen Divergenzrelationen lineare Abhiingigkeiten be-
stehen.

Es sei noch bemerkt, da8 in dem Fall, wo 4z und 4« auch
Ableitungen der » enthalten, die endlichen Transformationen von
unendlich vielen Ableitungen der w abhéngen kiénnen; denn die
Integration von (17) fithrt in diesem Fall bei der Bestimmung von

x,  duy ou 0du du 6dx .
-*dt—', df‘ fd(ax ) == *a—:r"""" - -a—x;'—'av:i, so daf dlB‘AD."
zahl der Ableitungen von # im allgemeinen bei jedem Schritt
wichst. Ein Beispiel bietet etwa:

” d Yy
f=4%u"; ¢v=—u’; w.x=%—(u.—-u’m}; ou = x.¢;
dx = —-:,if‘-a; du = ( —gi)-a.

U u

Da die Lagrangeschen Ausdriick einer, Divergenz identisch
verschwinden, zeigt die Umkehrung schlieBlich noch das folgende :
Gestattet I eine ®, so gestattet jedes Integral, das sich von I
nur um ein Randintegral, d. h. ein Integral iiber ein Divergenz
unterscheidet, ebenfalls eine ®, mit denselben 0u, deren infinitesi-
malen Transformationen im allgemeinen Ableitungen der u ent-
halten werden. So gestattet etwa entsprechend dem obigen Beispiel :

2
f*=§{u”—%(%)} die infinitesimale Transformation Ju = zs,.
dz = 0; wihrend in den f entsprechenden infinitesimalen Trans-
formationen Ableitungen der u auftreten.

Geht man zum Variationsp roblem iiber; d. h. setzt man.
¥ = 0%Y), so geht (18) iiber in die Gleichungen: DivB® = 0, .
DivB® = 0, die vielfach als ,Erhaltungssitze“ bezeichnet werden
Im emdlmensmnalen Fall folgt daraus: B” = const; ..., B® = const;
und hierbei enthalten die B hichstens (2x—1)te Ableitnngen tier"
w (nach (6)), sobald 4u und 4z keine hoheren Ableitungen als die
in f auftretenden x-ten enthalten. Da in ¢ im allgemeinen 2x-te

1) ¢; = 0 oder etwas allgemeiner 7; = T;, wo I; neu hinzutretende Funk-
tionen sind, werden in der Physik als ,Feldgleichungen“ bezeichnet. Im Fall
ap; = T; gehen die Identititen (13) in Gleichungen: Div B® = FT;du{ iiber, die
in der Physik auch noch als Erhaltungssitze bezeichnet werden.
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. lso die Existenz von
Ableitungen auftreten?), hat man a : . eAr
ersten Integralen. DaB unter diesen nicht-lineare Abhiingig-

keiten bestehen kionmen, zeigt wieder das obige f. Den linear-un-
abhingigen Ju = &, 42 = & entsprechen die linear-unabhin-

d vl 1 4d ne, »e ’
gigen Relationen: u” = -&Eﬂ’i L §%(“J ; wihrend zwi-

schen den ersten Integralen u' = comst.; «"* = conaf:. eine nicht-
lineare Abhingigkeit besteht. Dabei handelt es sich um den
elementaren Fall, daf Ju, 4z keine Ableitungen der u ent-

halten?).

§ 4. Umkehrung im Fall der unendlichen Gruppe.

Vorerst sei gezeigt, daB die Annahme der Linearitit von Az
and Au keine Einschrinkung vorstellt, was sich hier schon ohne
Umkehrung aus der Tatsache ergibt, daf &_,, von ¢ und nur
willkiirlichen Funktionen formal abhdngt. Es zeigt sich ndmlich, da8

" im nichtlinearen Fall bei Zusammensetzung der Transformationen,
wobei die Glieder niedrigster Ordnung sich addieren, die Anzahl
der willkiirlichen Funktionen zunehmen wiirde. In der Tat, sei
stwa

0 ) ¥ Y 9
y = A(:c, u,%,---; p) = z+Da(z,u ..)p"+b(z,u, ...)p ‘?2—

v

-1 _‘?_If_s _‘zﬁ Y — (Pt @\ %) .

ra () 4ok d (3] 4 (=0 09);

and entsprechend v = .B(x, u, %, s p), so kommt durch Zun-

sammensetzung mit z = A( ) U, g&, ey q) fir die Glieder nie-
drigster Ordnung: :

¥ V—‘Ia Pou a
= et Sa e ol Lo )

- (OP\', .a(0gY
+oio™(52) + o (GE)} -
Ist hier irgend ein von aund b verschiedener Koeffizient von Null
verschieden, kommt also ein Term: p”(%)a-i— g"‘"(—g%)n wirklich

1) Sobald £ nichtlinear in den x-ten Ableitungen ist.
2) Sonst hat man noch w” = const. fiir jedes 4, entsprechend:

w", (ur)l—l - __1;_ ,‘% (“’)1.
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fiie 6 >1 vor, so 1dBt sich dieser nicht als Differentialquotient.
einer einzigen Funktion oder Potenzprodukt eines solchen schrei-
ben; die Zahl der willkiirlichen Funktionen hat also gegen die
Voraussetzung zugenommen. Verschwinden alle von a und b ver-
schiedenen Koeffizienten, so wird je nach den Werten der Expo-
nenten v, ..., der zweite Term der Differentialquotient des ersten
(wie z.B. immer fiir eine ®_), so daB also tatsiichlich Linearitit
eintritt; oder aber die Anzahl der willkiirlichen Funktionen nimmt
auch hier zn. — Die infinitesimalen Transformationen geniigen also
wegen der Linearitédt der p(x) einem System linear partieller
Differentialgleichungen; und da die Gruppeneigenschaft erfiillt ist,
bilden sie eine ,unendliche Gruppe infinitesimaler Transformatio-
nen“ nach der Definition von Lie (Grundlagen, § 10).

Die Umkehrung ergibt sich nun #hnlich wie im Fall der
endlichen Gruppe. Das Bestehen der Abhingigkeiten (16) fithrt
durch Maltiplikation mit p'”(2) und Addition vermége der identischen
Umformung (14) auf 3 ¢,0w, = Div I'; und daraus folgt wie in
§ 3 die Bestimmung von 42 und 4« und die Invarianz von I gegen-
iiber diesen infinitesimalen Transformationen, die tatsichlich linear
von g willkiirlichen Funktionen und ihren Ableitungen bis zur
o-ten Ordnung abhéingen. Daf diese infinitesimalen Transforma-

3 ; ; : 0 . i
tionen, wenn sie keine Ableitungen E;:i’ .-+ enthalten, sicher eine

Gruppe bilden, folgt wie in § 3 daraus, dafl sonst durch Zusammen-
setzung mehr willkiirliche Funktionen auftreten wiirden, wihrend
es nach Annahme nur ¢ Abhéngigkeiten (16) geben soll; sie bilden
alsp eine ,unendliche Gruppe von infinitesimalen Transformationen®.
Eine solche besteht aber (Grundlagen, Theorem VII, S. 391) aus
den allgemeinstén infinitesimalen Transformationen einer gewissen _
dadurch definierten im Lieschen Sinne ,unendlichen Gruppe & von
endlichen Transformationen“. Jede endliche Transformation wird®
dabei aus infinitesimalen erzeugt (Grundlagen, § 7)), entsteht also
durch Integration des simultanen Systems:

dx; - du

= s ey e =Ys pur 3 —
= dz; = au, (u‘=y furt--U),

1) Daraus folgt insbesondere, da8 die aus den infinitesimalen Transformationen
dz, du einer @, erzeugte Groppe @ wieder auf Giwt‘, zgurickfihrt. Denn 8,,9
enthalt keine von 4, 4« verschiedenen, von willkiirlicken Funktionen abhangenden
infinitesimalen Transformationen, und kann auch keine davon unabhingigen, von
Parametern abhingenden enthalten, da es sonst eine gemischte Gruppe ware.
Durch die infinitesimalen Transformationen.sind aber nach dem obigen die end-
Hichen bestimmt.
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wobei es aber ndtig sein kann, die willkiirlichen »(2) noch von ¢
abhingig anzunehmen. @ hingt also tatsdchlich von ¢ will-
kiirlichen Funktionen ab; geniigt es insbesondere, p(z) von
¢ frei anzunehmen, so wird diese Abhéngigkeit analytisch in den
~willkiirlichen Funktionen ¢(z) = f.p(x)?). Treten Ableitungen

%&—,--- auf, so kann es ndtig sein, noch infinitesimale Trans-
z
formation du = 0, Div(f.4z) = O zuzufiigen, ehe man die-

gselben Schliisse macht.

Es sei im AnschluB an ein Liesches Beispiel (Grundlagen, § 7) noch
ein ziemlich allgemeiner Fall angegeben, wo man bis zu expliziten
Formeln vordringen kann, die zugleich zeigen, daf die Ableitungen
der willkiirlichen Funktionen bis zur &-ten Ordnung auftreten;
wo die Umkehrung also vollsténdig ist. Es sind das solche Gruppen
-infinitesimaler Transformationen’, denen die Gruppe aller Trans-
formationen der z und dadurch ,induzierter® Transformationen
-der u entspricht; d. h. solche Transformationen der , bei denen
Au und folglich w nur von den in 4z auftretenden willkiirlichen
Funktionen abhéngen; wobeli noch angenommen sei, daf die Ab-

eitungen -g—%, +++» in Au nicht auftreten. Man hat also:

. n ap™ g% p®
Az, ='p"(@); du,= 3 {a““(z, ey AR }
Da die infinitesimale Transformation 42 = p(2) jede Transfor-
mation £ = y+ g(y) mit willkiirlichem g (y) erzeugt, 148t sich ins-
*besondere p(z) so von ¢ abhingig bestimmen, daB die eingliedrige
Gruppe erzeugt wird: .

{18 - L

Jdie fiir £ = 0 in die Identitit, fir ¢ = 1 in die gesuchte x = y
+¢(y) tibergeht. Durch Differentiation von (18) folgt nimlich:

(19) %= 0) = 1@,

wo sich p(z,#) aus g(y) durch Umkehrung von (18) bestimm#é; und
umgekehrt entsteht (18) aus (19) vermdge der Nebenbedingung
-&i= y,fir { = 0, durch die das Integral eindeutig festgelegt ist.
~Vermige (18) lassen sich in Ju die # durch die »Integrations-
ikoué?anten“ ¥ und durch ¢ ersetzen; ‘dabei treten die g(y)- gensu

Eall Die-Frage, ob otwa immer .dieser letztere Fall eintritt, ist in anderer
~Formuliernng von Lie aufgeworfen worden (Grundlagen, §7 und § 18 Schlug). |
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bis' zur o-ten Ableitung auf, indem man in —— - 69 63’ ~ die

—g% darch 537 ausdriickt, allgemein L ) durch seinen Wert in

oz’
dg oz °x . 3
¥l Ol ~ ersetzt. Zur Bestimmung der % ergibt sich

also das Gleichungssystem:

du 0 i .

S Fi(g(y), T t) (4, = v; fiir ¢ = 0)
in dem nur ¢ und % Variable sind, die g(y), ... aber dem Koeffi-
zientenbereich angehéren, sodaB die Integration ergibt:

d d°
wm w8 fuo0h oo ),

also Tra.nsfor a,txonen, die genan von ¢ Ableitungen der
willkfirlicheti Fanktionen abhingen. Die Identitdt ist
darin nach (18) fir g(y) = O enthalten; und die Gruppeneigen-
schaft folgt daraus, dafl das angegebene Verfahren jede Trans-
formation # = y + g(y) liefert, wodurch die induzierte der w ein-
deutig festgelegt ist, die Gruppe ® also erschopft wird.

Aus der Umkehrung folgt noch nebenbei, daf es keine Ein-
schrinkung bedeutet, die willkiirlichen Funktionen nur von den z,

nicht von den %, %, -+» abhéngig anzunehmen. In letzterem Falle
wiirden némlich in der 1dentlschen Umformung (14), also auch in

(18), aufer dem p® noch g’u ; gf auftreten. Nimmt man
L3 a_ -ww
oz’

. . . 0
nun sukzessive die p® als nullten, ersten, ... Grades in u,-—a;,

an, mit willkiirlichen Funktionen von # als Koeffizienten, so kommen
mder.&bhanglgkelﬁen (16), nur in gréBerer Anzahl; die aber nach
durch Zdavammenfagsung mit nur von 2 ab-
Mﬁmﬂn gif- den friilheren Fall zuriick- -
nso Feigt man; daB gleichzeitigem Auftreten vor Ab-
- haﬁglgﬁmﬁh Txﬁd’ davon unabhéngigen Divergenzrelationen ge-
mischte Gruppen entsprechen?).

1) Wie in § 3 folgt auch hier aus der Umkehrung, daB neben I auch jedes
um ein Integral diber eine Divergenz verschiedene Integral I* ebenfalls eine un-
endliche Gruppe gestattet, mit denselben &u, wobei aber dz und du im allge-
meinen Ableitungen der « enthalten werden. Ein solches Integral I* hat Einstein
in die allgemeine Relativitatstheorie eingefiihrt, um eine einfachere Fassung der
Energiesstze zu erhalten; ich gebe die infinitesimalen Transformationen an, die
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§ 6. Invarianz der einzelncn Bestandielle der Relatlonen.

Spezialisiert man die Gruppe @ auof den einfachsten, gewdhn-
lich betrachteten Fall dadurch, daB man in den Transformationen
"keine Ableitungen der u zuliBt, und daB die transformierten un-
abhiingigen Variabeln nur von den z, nicht von den u abhiingen,
80 kann man auf Invarianz der einzelnen Bestandteile in den For-
meln schlieBen. Vorerst ergibt sich nach bekannten Schliissen die
Invarianz von ... [ (Z¥,8u)dz; also die relative Invarianz von
39,01y, unter & irgend eine Variation verstanden. Man hat

niimlich einerseits:

1= [l Yo = ool 3o

anderseits fiir am Rande verschwindendes du, (?'—gg-, -+, dem wegen

der linearen, homogenen Transformation der dw, d‘-%, ++- auch am

Rande verschwindendes dv, #:—;. -+« entspricht:

f...faf(x, ., g%,---)a: =f...f(z¢.f(u, ) ) de;
f...faf(y, v ‘;—:, --‘]dy =f...f(2¢,(u,...)a»3dy.

dieses I* gestattet, indem jch mich in der Bezeichnung gemau an die zweite
Kleinsche Note halte. Das Integral I = /... fKda == /... fRdS gestattet die

Gruppe aller Traosformati der w und die dadurch induzierte fir die g,,;
dem prechen die Abbingigkeiten ({80) bei Klein):
; !
SR o423 0 R g,

Nun wird: T* = f... R*dS, wo .Q' o= R+D:v nnd folglich wird: R; Bn
wo A%, R, jeweils die Lag t Die Ab-
hingigkeiten sind also much ldm fiar n:,, und nach Hnltiphhuon mit p* und
Addition ergibt sich durch die Umformungen der Produktdifferentiation riickwirts:

I R p7 + 2 Div (T 977 R p7) = 04
38 4 Div (327 Ruc " — - 97) = 0

Durch Vergleichen mit der Lieschen Differentialgleichung: df* 4 Div (R* dw) =0
folgt darans:

1 ane .
A = o (SO R r — ) A = ot S et
als infinitesimale Transformati die I* gestattet. Diess infinitesimalen Trags-
formationen hingen also von den ersten und sweiten Ableftungen der g** ab, und
enthalten die willkiirlichen p bis zur ersten L'blmhm;

1) D. b ¥ ¢ & nimmt bei Tansformationen emen Faktor 53, wan in der
algebraischen Invariantentheorie immer als relative I b warde.
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folglich fiir am Rande verschwindendes 3, d-g%-

[ JEutn . )dwydz = [ [(Sulo, ...) dvddy
= [ f(E o, 800 | 32 |a.

Driickt man im dritten Integral y, v, dv durch 2, 4, du aus, und
setzt es dem ersten gleich, so hat man also eine Relation

S S, . ) ouydz = 0
fiir am Rande verschwindendes, sonst willkiirliches du, und hieraus
folgt bekanntlich das Verschwinden des Integranden fiir beliebiges
du; es gilt also identisch in du die Relation:

2| we,-yom,

die die relative Invarianz von 3)¢,du; und folglich die
Invarianz von f{zwid‘u(]o‘z aussagt’. :

Um dies aof ﬂJe abgeleit Divergensrelati und Ab-
béngigkeiten mznwanden, ist zuerst nachzuweisen, dnB das aus
den Au, Ar abgeleitete du tatsichlich den Transfor t
filr die Variation du geniigt, sobald nur die Pnra.mater, bezw.
willkiirlichen Funktionen in dv so bestimmt werden, wie sie der
iihnlichen Gruppe der infinitesimalen Transformationen in y, v ent-
sprechen. Bereichnet T, die Transformation, die z, « iberfibrt in
y, v; %, eine infinitegimale in x, u, so ist die dazn &hnliche in y, v
gegeben durch € = T, %,T.%, wo also die Parameter, bezw. will-

Dl o) duy =

1) Diese Schliisse versagen, wenn y auch von den w abbingt, da daon
Jf(y, v, —g%, ) such Glieder ¥ -g; dy enthilt, die Divergenzumformung also
nicht auf die Lagrangeschen Ausdriicke fihrt, ebenso wenn man Ableitungen der

w zuliBt; dann werden namlich die dv lineare Kombinationen von du, & —, .-,

filhren also erst nach einer wei Div formun, g suf eing Idenmtitat
S S(Eqin .. )du)de = 0, sodal rechts wieder nicht d.u; Lugraogeschen Aus-
driicke anftreten.

Die Frage, ob sus der Invarianz von Soo o S (2 9, 0u;) dr auch schon auf das
Bestehen von Di werden kano,- ist pach der Um-
kehrung g!emh'heﬁwtand damit, ob daraus anf die Invari von T kil
werden kann gegenilber einer Gruppe, die muht mt“nxhg lnf dleuﬂnn du, dz,
wohl aber auf dieselben Fu fihrt Im Bpesi des ei Iz und
nur erster Ahie:tnngm in f kann man bei ller endlichen Gruppe aus der Invarianz
der Lag irficke auf die Existenz erster Integrale schlisBen (vergl.
= B. Engal, Gott. Nachr. 1918, 8. 270),

gl Gos. d. Wiss. Huchrichten. Math.-phys, Kl 1918, Heft 2. 18
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kiixlichen Funktionen # .sich aus p und ¢ hestmmen In Formeln
driickt sich das so aus:

2,: &= x4+ d2(z, p); u* = w4 Ju(x,u, p);

T2 y = A=, q); v = B(x%9);
T,%,: 1= A(@+dx(z,p), 9); v* = B(x+ d2(p), u+ du(p), 9).
Hieraus entsteht aber T, = £,T, 2.7, also

= y+dy(r); v* = v+dv(r)

indem man vermdge der Umkehrung von ¥, die # als Funktionen
der y betrachtet und nur die infinitesimalen Glieder beriicksichtigt;

also hat man die Identitdt: 2
_ — 04 (29 .
(20) n = y+dy(r) = y+2 s Ax(p),
) ) aB 1
o = v Aolh) = Hzéé'fm_wld o )+2__ﬂ_@’)_d (2.

Ersetzt man hierin §¢ = 2+ 4z durch §— 4% wodurch also &
wieder in « iibergeht, also dw verachwmdet, so geht nach der
ersten Formel (20) auch # wieder in y = 5— 4y fiber; geht darch
diese Substitution 4u(p) iiber in du(p), so geht also auch v (r)
tiber in dv (r), und die zweite Formel (20) gibt:

0B (x, U, q) =

v40v(y,v,...7) = v+ 3 o (p),

00 (Y, ¥y ... 1) = Zag:t?ux(x, U D),

so dab also tatsdchlich die Transformationsformeln
fiir Variationen erfiillt sind, sobald nur dv von ‘den
Parametern, bezw. willkiirlichen Funktmnen r ab-
hingig angenommen wird?).

Es folgt also insbesondere die relative Invarianz von 3 ; 0u;
also auch nach (12), da die Divergenzrelationen auch in y, v erfiillt
sind, die relative Invarianz von Div B; und weiter nach (14) und -
(18) die relative Invarianz von DivI' und der mit den p®
sammengefaften linken Seiten der Abhingigkeiten, wo immer in
den transformierten Formeln die willkiirlichen p(z) (bezw. die
Parameter) dutch die » zu ersetzen sind. Daraus ergibt sich noch
die relative Invarianz von Div (B —1I"), also einer Divergenz eines

1) Es zeigt sich wieder, daf y von « unabhiingig angenommen werden muB
usw., damit die Schliisse gelten. Als Beispiel seien etwa die von Klein ange-
gebenen-8g#” und dg, genannt, die den Transformationen fiir Variationen geniigen
sobald die p einer Vektortransformation unterworfen werden.



Invariante Variationsprobleme. 988

nicht identisch verschwindenden Funktionensystems B —I' dessen
Divergenz identisch verschwindet.

Aus der relativen Invarianz von Div B 148t sich im eindimen-
sionalen Fall und bei endlicher Gruppe noch ein Schluf auf die
Invarianz der ersten Integrale ziehen. Die der infinitesimalen
Transformation entsprechende Parametertransformation wird nach
{(20) linear und homogen, und wegen der Umkehrbarkeit aller
Transformationen werden auch die & linear und homogen in den
transformierten Parametern &*. Diese Umkehrbarkeit bleibt sicher
erhalten, wenn man ¢ = O setzt, da in (20) keine Ableitungen
der u auftreten. Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der & in

d; .
Div B(z, %, ...8) = %*DIVB(%?,...E*)

werden somit guch die -a,—d; B?(y,v,...) linedre, homogene Funktionen

der -d—i-B"‘_‘(:c,’u,...), sodaf aus -‘%B“’(x, % ...) = 0 oder B®(z,w)

d
= const. auch folgt: @Ba’(y, vy...) = 0 oder B®(y,v) = const.

Die ¢ ersten Integrale, die einer ®, entsprechen, ge-
gtatten also jeweils die Gruppe, so daB sich auch die
weitere Integration vereinfacht. Das einfachste Beispiel hierzu
isty daB f von z oder einem u frei ist, was den infinitesimalen
Transformation Jz = & du = 0 bezw. dz = 0, du = & ent-

spricht, Es wird du = — s% bezw. & und da B sich aus / und

du durch Differentiation und rationale Verbindungen ableitet, ist
es also auch frei von 2 bezw. « und gestattet die entsprechenden
" Gruppen ).

§ 6. Eine Hilbertsche Behauptung.

_Aus dem Vorhergehenden ergibt sich. schlieBlich noch der Be-
yieissimerxHidbertschen Behauptung tiber ‘den Znsammenhang des

45 Th dén FHitin, wo schon aus der Invarianz von /(S %;0u)de die Exi-
stenz erster Integrale folgt, gestatten diese nicht die vollstindige Gruppe &,;
z. B. gestattet /' (u”du) de die infinitesimale Transformation: dz ="&; du = ¢
+ wey; wihrend das erste Integral u — /e = const, das dz - 0, du = x5
entspricht, die beiden andern infinitesimalen Transformationen nicht gestattet, da
es sowohl w wie x explizit enthélt, Diesem ersten Integral entsprecl.:en eben
infinitesimale Transformationen fir f, die Ableitungen enthalten, Man sw?:lt also,
da8 die Invarianz von f.../ (3 9, du,)dz jedenfalls weniger leistet als die Inva-
rianz von I, was zu der in einer vorangehenden Anmerkung aufgeworfenen Frage
zu bemerken ist.

. 18*
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Versagens eigentlicher Energiesitze mit ,allgemeiner Relativitdt“
(erste Kleinsche Note, Gottinger Nachr. 1917, Antwort, 1. Absatz),
und zwar in verallgemeinerter gruppentheoretischer Fassung.

Es gestatte das Integral I eine @,, und @&, sei irgend eine
durch Spezialisierung der willkiirlichen Funktionen entstehende
endliche Gruppe, also Untergruppe von @&, Der unendlichen
Gruppe ®,, entsprechen dann Abhingigkeiten (16), der endlichen
®, Divergenzrelationen (13); und umgekehrt folgt aus dem Be-
stehen irgend welcher Divergenzrelationen die Invarianz von I
gegeniiber einer endlichen Gruppe, die dann und nur dann mit @,
identisch ist, wenn die 0w lineare Kombinationen der sich aus @,
ergebenden sind. Die Invarianz gegeniiber ®, kann also zu keinen
von (13) verschiedenen Divergenzrelationen fithren. Da aber aus
dem Bestehen von (16) die Invarianz von I gegeniiber den infini-
tesimalen Transformationen #u, 4z von ®_, bei beliebigem p(z)
folgt, so folgt daraus insbesondere schon die Invarianz gegeniiber
den daraus durch Spezialisierung entstehenden infinitesimalen Trans-
formationen von &, und folglich gegeniiber ®,. Die Divergenz-
relationen 3} ¢;0u® = Div B® miissen also Folgen der Abhingig-
keiten (16) sein, welch letztere sich auch schreiben lassen: 3 wy;a®
= Divy® wo die z® lineare Verbindungen der Lagrangeschen
Ausdriicke und ihrer Ableitungen sind. Da die ¢ sowohl in (13)
wie in (16) linear eingehen, miissen die Divergenzrelationen «also
insbesondere lineare Kombinationen der Abhingigkeiten (16) sein;
somit kommt Div B® = Div (3 «.7®); und die B® selbst setzen
sich alsq linear aus den g, d.h. den Lagrangeschen Ausdriicken
und ihren Ableitungen zusammen, und auns Funktionen, deren Di-
vergenz identisch verschwindet, wie etwa die am Schluf von § 2 anf-
tretenden B — I, fiir welche Div (B~ I") = 0, und wo die Divergenz
zugleich Invarianteneigenschaft hat. Divergenzrelationen, bei denen
sich die B’ auf die angegebene Art aus den Lagrangeschen Aus-
driicken und ihren Ableitungen zusammensetzen lassen, will ich
als ,uneigentliche“, alle iibrigen als ,eigentliche“ bezeichnen.

Sind umgekebrt die Divergenzrelationen lineare Verbindungen
der Abhdngigkeiten (16), also ,uneigentliche“, so folgt die Inva-
rianz gegeniiber &, aus der gegeniiber &_,; 8 wird Untergruppe
von @, Die einer endlichen Gruppe ®, entsprechenden
Divergenzrelationen) werden also dann und nur dann
uneigentliche, wenn @, Untergruppe einerunendlichen
Gruppe ist, der gegeniiber I invariant ist.

_ Durch Spezialisierung der Gruppen ergibt sich hieraus die
urspriingliche Hilbertsche Behauptung. TUnter ,Verschiebungs-



- Invariante Variationsprobleme. 256

gruppe sei die endliche Gruppe verstanden:

Yo = Z+ea; %uy) = w(2);
also:

Az, = &, du; = 0, du; = —Z 6::

Die Invarianz gegeniiber der Verschlebungsgruppa sagt bekannt-
lich aus, daB in I -—f ff (a:, U 52 . -)dx die z nicht explizit

in f auftreten. Die zugehdrigen » Divergenzrelationen
Suds — DivB*  @=12...%)
oz,

seien als ,Energierelationen“ bezeichnet, da die dem Variations-
probleni entsprechenden ' , Erhaltungssitze® Div B® = 0 den
pEnergieséitzen®, die B® den ,Energiekomponenten® entsprechen.
Dann gilt also: Gestattet I die Verschiebungsgruppe, so
werden die Energierelationen dann und nur dann an-
eigentliche, wenn I invariant ist gegeniiber einer un-
endlichen Gruppe, die die Verschiebungsgruppe als
Untergruppe enthidlt?).

Ein Beispiel von solchen unendlichen Gruppen ist gegeben
durch die Gruppe aller Transformationen der = und solcher
induzierter Transformationen der #(z), in-denen nur Ableitungen
der willkiirlichen Funktionen p(z) auftreten; die Verschiebungs-
gruppe entsteht durch die Spezialisiernng p”(z) = &; doch muB
unentschieden bleiben, ob damit — und durch die durch Abinderung
von I um ein Randiategral entstehenden Grappen — schon die
allgemeinsten dieser Gruppen gegeben sind. Induzierte Trans-
formationen der angegebenen Art entstehen etwa, indem man die
,u den Koeffiziententransformationen einer ,totalen Differential-
‘form“ unterwirft, d.h. einer Form zadlx + 3 bd g da, A
die auBer den d# mnoch hthere Differentiale enthilt; spezlellere
-induzidrte Transformationen, bei denen die p (%) nur in erster Ab-
“leitung-aaftreten, sind darch die Koeffiziententransformationer ge-
wohnlicher Differentialformen 3cdz, 5, -+ d%; gegeben, und diese
hat man gewbhnlich nur betrachtet.

Eine weitere Gruppe der angegebenen Art — die wegen des
Auftretens des logarithmischen Gliedes keine Koeffiziententrans-

1) Die Energiesiitze der klassischen Mechanik und ebenso die der alten
pRelativititstheorie* (wo 3 dz®* in sich ibergeht), sind ,eigentliche%, da hier
keine unendlichen Gruppen auftreten.
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formation sein kann — ist etwa die folgende
y = o 4p@); v = utlgHrE) = wtlg g
e = p(a); dw = p'@Y; o = p'(@)—uip@).
Die Abhiingigkeiten (16) werden hier:
Z}(w.uw f;‘;‘) =
die uneige;rttlichen Energierelationen werden:

d (i t.
E(“PMH-——————@ -I;I;ons )) = 0.

Ein einfachstes invariantes Integral der Gruppe ist:
— 2u, 5
f —a‘x

Dés allgemeinste I bestimmt sich durch Integration der Lieschen
Differentialgleichung (11):

5f+g;(f.d:c) =

die durch Einsetzen-der Werte fiir 4z und dw, sobald man f als
von nur ersten Ableitungen der w abhingig annimmt, iibergeht in

6fp(w)+{2 Lo af u} +f}p (vc)+{2(3 }p (@) =0

(idertisch. in p(z), p'(2), p”(a:)). Dieses Gleichungssystem- besitzy:
sehon fiir: zwei Punktionen #(x) Lisangen, die die Ableitungeu:
wirklieh enthalten, némlich:
. —
f = (=) @(u,—w, o)

“t"'“‘l

wo @ eine willkiirliche Funktion der angegebenen Argumente be-
dentet.

. Hilbert spricht seine Behauphmg so aus, daB das Vemgan
esg?nthchm: Energiesiitze ein. charakterisches Merkmal der ,allge-
n?mne:!rﬁdﬁtiﬁt&tstheorie“ sel. Damit diese Behauptung wortlick
gﬂt ist a,lso die-Bezeichnung ,allgemeine Relativitit® weiter als

1} Aus aiesm; infinitesimalen Transformationen”bérechnen sich die endliehien.
riickwarts nach der in § 4, SchluB angegebenen Methode.

-
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gewﬁ];n]ich zu fassen, auch auf die vorangehenden von n willkiir-
lichen Funktionen abhéingenden Gruppen auszudehnen f).

1) Hiermit ist wieder die Richtigkeit einer Bemerkung von Klein bestitigt,
daB die in der Physik iibliche Bezeichnung ,Relativitit® zu ersetzen sei durch
slnvarianz relativ zu einer Gruppe“. ({ber die geometrischen Grundlagen der
Lorentzgruppe. Jhrber. d. d. Math. Vereinig. Bd. 19, S. 287, 1910; abgedruckt
in der phys. Zeitschrift.)




