Uber die Erhaltungssitze der Elektrodynamik.
Von

Erich Bessel—Ha,gen in Géttingen.

Bei Gelegenheit eines Kolloquiums, das Herr Geheimrat F. Klein im
Wintersemester 1920 iiber mathematische Fragen zu den Relativitats-
theorien der Physiker abhielt, duflerte er den Wunsch, es méchten doch
die vor etwa zwei Jahrer von Friulein Emmy Noether aufgestellten Sitze
tiber invariante * Variationsprobleme?!) auf die Maxwellschen Gleichungen
angewandt werden. Der Inhalt dieser Satze ist kurz gesagt der, dafl aus
der Invarianz eines Variationsproblems gegeniiber einer kontinuierlichen
Transformationsgruppe eine Anzahl von Relationen folgt, die vermoge
der Differentialgleichungen des Problems identisch erfiillt sind und im Falle
etner unabhingigen Verdnderlichen erste Integrale desselben darstellen.
Im Falle einer endlichen Gruppe haben diese Beziehungen die Form der
von den Physikern so genannten ,,Erhaltungssatze.

Die Maxwellschen Gleichungen sind nun, wie allgemein bekannt, in-
variant gegeniiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenannten -
Lorentzgruppe, die aus den reellen , Bewegungen‘ des vierdimensionalen
x, ¥, z, t-Raumes besteht, wobei der MaBBbestimmung der im Unendlichen
gelegene Teil des Gebildes

x2+y2+z2_64t220

zugrunde gelegt ist. Im Jahre 1909 entdeckte aber H. BatemanZ), daB
die Maxwellschen Gleichungen gegeniiber einer viel umfassenderen Gruppe

1) Gottinger Nachrichten 1918, S. 235 fi., im folgenden kurz zitiert mit E. Noether.
Siehe auch Felix Klein, Ges. math. Abhandl. 1, S. 585. Berlin 1921.

?) Proc. London Math. Soc. (2), 8, S. 228 ff. Im gleichen und im vorhergehen-
den Bande dieser Zeitschr. finden sich weitere Untersuchungen von Bateman und
Cunningham iber die Bedeutung unserer ®,; fiir die Physik. Siehe auch F. Klein,
Ges. math., Abhandl. 1, 8 552.
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von Transformationen invariant sind, ndmlich der Gruppe aller derjenigex,
welche die Gleichung

dx® +dy* +dz® — c?dt* =

ungedndert lassen und den Richtungssinn der vierdimensionalen Figuren
nicht umkehren3). Schreibt man z,, #,, z;, %, statt z, y, z, 1¢t, so stimmt
diese Gruppe, abgesehen von der Realitit der Parameter, mit der groften
in der 15 gliedrigen Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien,
der sogenannten konformen Gruppe?!) im RE,, enthaltenen Untergruppe
iiberein. Da nun, wie schon J. L. Larmor®) bemerkt hat, die Maxwell-
schen Gleichungen aus einem Variationsproblem gewonnen werden koénnen,
und da auch dieses, wie weiter unten gezeigt wird, gegeniiber der ge-
nannten @&, invariant ist, miissen die E. Noetherschen Sitze uns fiinfzehn
linear unabhingige elektrodynamische Erhaltungssitze liefern. Diese wirk-
lich aufzustellen, ist Zweck der vorliegenden Note.

Die ersten sieben von ihnen (vgl. Formeln 27 a_, a, und b,) sind
nichts anderes, als die wohlbekannten Sitze von der Erhaltung der Energie,
des Impulses und des Drehimpalses ¢); ich brauche daher auf ihre Deutung
nicht niher einzugehen. Die drei folgenden (27 b,) bilden eine genaue
Analogie zu den zweiten Schwerpunktssétzen der klassischen Mechanik und
wurden fiir die elekirodynamischen Erscheinungen meines Wissens zum
ersten Male von A. Einstein ?) durch formale Integration aus den Maxwell-
schen Gleichungen gewonnen. Einstein behauptete a.a.O. ihre Giiltigkeit
nur in erster Anniherung, weil ihm damals anscheinend die Anpassung
der Dynamik an die Relativitdtstheorie der Lorentzgruppe noch unbekannt
war. Fir die Mechanik der Kontinua im Sinne der Relativititstheorie
hat G. Herglotz®) die entsprechenden Formeln aufgestellt (iibrigens genau
auf dem gleichen Wege, wie es hier geschieht) und auch ausdriicklich als
Schwerpunktssitze gedeutet. Die fiinf tibrigen Formeln (27 ¢, d, und d,))

%) Bateman nennt dies€ _spherical wave transformations®.

Y Niheres uber die konforme Gruppe zu finden in S. Lie und G. Scheffers,
Geometrie der “Beriihrungstransformationen, Leipzig 1896, 1, Kap. 10, §§ 1 und 2,
S. 441 fi.

3) Aether and matter, Cambridge 1900, § 50, S. 83 ff. Siehe auch F. Klein,
Seminarvortrige iiber die Entwicklung der Mathematik im neunzehnten Jahrhundert,
Kap. X, B.II, §4 (1917). (Eine Ausarbeitung dieser Vortrige ist in Abschriften
bei zahlreichen mathematischen Universititsinstituten vorhanden.)

¢ Siehe etwa M. v. Laue, Die Relativitdtstheorie 1, 4. Aufl., Braunschweig 1921,
§ 15 b—e.

% Ann. d. Phys. (4), 20 (1906), S. 627 ff.
) Ann. d. Phys. (4), 36 (1911), S. 493ff. Vgl. insbes. die Formeln 96’ aaf
. 513.

(€]

17#
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sind meines Wissens neu. Inwieweit sie den Zwecken der Physiker
dienlich sein kénnen, mufl die Zukunft entscheiden.

§ 1.
Die E. Noetherschen Sitze.

Zuerst gebe ich die beiden E. Noetherschen Sétze an, und zwar in
einer etwas allgemeineren Fassung als sie in der zitierten Note stehen.
Ich verdanke diese einer miindlichen Mitteilung von Friunlein Emmy Noether
selbst. Vorgelegt sei ein Integral

(1) L[ [r(wu S 28 e,

erstreckt iiber ein beliebiges reelles Gebiet der Veranderlichen x,, 2,, ..., z,.
u 0w

u, FPEREo LIER

z,, ... z, und deren partielle Ableitungen®), d« steht kurz fiir.dz, dz,...dz,.

‘Durch eine eindeutige und eindeutig umkehrbare Variablentransformation

sind hierin Abkiirzungen fiir u reelle Funktionen der

y,-zzAi<x,u,—g-;,...> [t=1,2,...,n],
(2) .
ouw
{’L’ (y) B(\x,u,—;;,...) [921,2,...,‘1/&}
~ 2
und ihre Erweitungen fiir die Transformation der Ableitungen g-;z, %, ...

geht (1) iiber in

Iz.f .ff< ’By’t;yv "'>dy’

wo das Integral iiber das dem z-Gebiet in (1) entsprechende y-Gebiet
zu erstrecken ist. Ist insbesondere die Funktion f mit der Funktion f
identisch, so heit J invariant gegeniiber der Transformation (2).

Wir betrachten jetzt eine kontinuierliche Gruppe von Transformationen
(2) und nehmen an, dafl die Parameter ¢,, ¢,, . . ., &, im Falle einer endlichen
Gruppe ®,, bzw. die willkiirlichen Funktionen p (z), p (), ..., @ (z)
im Falle einer unendlichen Gruppe &, so gewihlt sind, da8 der iden-
tischen Transformation die Werte ¢ ==0 bzw. die Funktionen p(z)=

52%—’ =0, ... entsprechen. Dann erhalten die Transformationsformeln (2)

die Gestalt

(3) y, =, + Az, + ... [1=1,2,...,%n],
% (Y) =%+ dup+ . .. [o=1,2,...,u],

und es ist erlaubt anzunehmen, daf die dx;, 4%, in den ¢ bzw. den p

E; % Cber die Zuldssigkeit komplexer GroBen vgl. E. Noether, S. 237, FuBnote 3.
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und ihren Ableitungen linear sind'®). Brechen wir die rechten Seiten
in (8) mit diesen linearen Gliedern ab, so heiBen die entstehenden Trans-
formationen nach Lie bekanntlich infinitesimale. Die Invarianz des Inte-
grals I gegeniiber einer infinitesimalen Transformation bedeutet dement-
sprechend, da8 sich f von f nur um Glieder unterscheidet, die in den &

bzw. den p, %, . mindestens von der zweiten Ordnung sind.
Unter einer Divergenz sei ein Ausdruck der Form verstanden
: 94, 04, DA,
= LI
DivAd oo, Gs, T -+ 37,

. . . ou . . . . .
wobei die 4, Funktionen der z, u, PR sind. Die Differentiationen

nach den z sind total zu nehmen, d.h. indem die u, %, .. als Funk-

tionen der x betrachtet werden.
Ich nenne jetzt I gegeniiber einer infinitesimalen Transformation
ninvariant bis auf eine Divergenz*, wenn

(4) f= f-+ Div C - hohere Glieder,

wo der Ausdruck € in den & bzw. p, —?—;—, ... linear ist. - Der Fall, daB

C identisch Null ist, sei gelegentlich in dieser Redeweise mit einbegriffen *?).
In der Einfiihrung dieses Begriffes liegt die am Eingang des Paragraphen
erwihnte Verallgemeinerung gegeniiber der urspriinglichen Versffentlichung
von Friaulein Emmy Noether.

Nunmehr konnen wir die E. Noetherschen Sitze aussprechen: Ist duis
Integral 1 gegeniiber den infinitesimalen Transformationen einer end-
lichen &, bis auf eine Divergenz invariant, so werden genau o linear
unabhdingige Verbindungen der Lagrangeschen Ausdricke zu Divergenzen.
Man setze niamlich

(5) du;— v,(2) — () = du, — )
und definiere 4, ... 4, durch die Identitit

Dy, du;—8f+Divd,

ou;
— Ax;
ox;

1) Vgl. E. Noether, S. 244 unten und S. 246, Anfang von § 4.

1) Wihrend die vollstandige Invarianz gegeniiber einer infinitesimalen- Trans-
formation T die vollstindige Invarianz gegeniiber der eingliedrigen Gruppe, die durch
T erzeugt wird, ohne weiteres nach sich zieht, ist das entsprechende bei der In-
varianz bis auf eine Divergenz im allgemeinen nicht der Fall. Deshalb mufite die
Definition dieses Begriffes notwendigerweise an die intinltes'malen Transformationen
gekniipft werden.
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in welcher die y; die Lagrangeschen Ausdriicke der Funktion f bedeuten,
und weiter B,, ... B, durch die Gleichungen

(6) B;=0C;+ 4;,— fdx,.
Dann zerspalte man du und B nach den einzelnen e:

(1) <9>
5ui:815 u,,:—’v...—‘f—go i}

B£=81Bi(1) ~+- e & B(n)
und die gesuchten Divergenzrelationen Werden,
(1) Y p6%u,=DivB®, ... Y y,6%, — DivB® )

Ist umgekehrt von den Lagrangeschen Ausdriicken bekannt, daB fiir
geeignete Funktionen du und geeignete B genau ¢ linear unabhéngige
Relationen (7) bestehen, so kann man riickwirts'®) o linear unabhiingige
infinitesimale Transformationen herstellen, gegeniiber denen I bis auf eine
Divergenz invariant ist. Da die Zerspaltung von B in C und 4 — f4x
auf mannigfache Weise moglich ist, lassen sich auch mannigfache Systeme
von solchen infinitesimalen Transformationen angeben. Man iiberzeugt sich
nun leicht von der Richtigkeit der Bemerkung, daf es dann und nur dann

méglich ist, die. genannte Zerfillung so vorzunehmen, daB die resultieren-
du o u

den Transformationen von den 5 FaE frei sind, wenn die Funk-
%u 2w .. cu .
tionen S« von den — Fri Dl TRER frei sind und von den e entweder gleich-

falls frei sind oder in sehr spezieller Weise linear abhingent). Wenn
diese Bedingung erfiillt ist, 148t sich beweisen, dafl die ¢ infinitesimalen
Transformationen, zu denen man gelangt, genau eine o-gliedrige Gruppe
erzeugen.

Zum Zwecke der spiteren Anwendung notiere ich noch den Ausdruck

fir die B, im Falle, daB f nur von den ersten Ableitungen % abhangt:

(8)  B,=C, 2 Au+2dw,(2ﬁ—?—%~uf\)

k

/

5275
0, wenn 1=k,
015 = .
1, wenn 1 =1,

12y Vgl. E. Noether, § 2, 8. 242.
%) Wie bei E. Noetler, § 3, ausgefiihrt.
14) Némlich

0%,

Pann 1aBt sich erreichen:
Az - Bi s
i= f T ﬂi (x} u) .

Ax,-———‘--ﬂ;(x,u), Au,~=cc,-(x,u),
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Der zweite Satz bezieht sich auf eine unendliche kontinuierliche
Gruppe ®., und besagt, daf die Invarianz von I bis auf eine Divergenz
gegeniiber den infinitesimalen Transformationen der ®e o O linear un-
abhédngige Abhangigkeiten zwischen den v, und thren totalen Ableitungen
nach den x zur Folge hat, und dafj wmgekehrt das Bestehen o solcher
linear unabhdngiger Abhdngigkeiten die Invarianz wvom I bis auf eine
Divergenz gegeniiber gewissen o infinitesimalen Transformationen mit o
willkiirlichen Funktionen mach sich zieht. Um die genannten Abhingig-
keiten aufzustellen, schreibe man Gleichung (5) in entwickelter Form auf:

(4)

<9) 6” —2!6% 23 u"")p(m(x)'%"bﬂgz,(x)u)"’)g_g)?_;_

i=1
o, (Z)
+e (z,u,.. ) pa
ox® )
Dann lauten die Abhingigkeiten einfach:
1 ( \ v 0%, 1
(1) DHaPp) = SO0 )+ (= 1) () | =

?

§2.

Anwendung auf das 3 -Korperproblem.

Ein erstes Beispiel fiir die bequeme Anwendbarkeit der E. Noether-
schen Sitze bietet die Herleitung der bekannten zehn Integrale des
7 - Korperproblems. Obwohl der zugrunde liegende Gedanke wie auch die
Ausfithrung im einzelnen nicht neu sein diirften!¢), fithre ich die kurze
Rechnung vollstindig durch um der formalen Analogie mit den nachher
aufzustellenden elektrodynamischen Erhaltungssdtzen willen. Die Differential-
gleichungen des n-Korperproblems ergeben sich aus dem Variationsproblem

8 Ldi=o,

15) E. Noether, § 2, S. 243.

16) Auch mit Lieschen Methoden, jedoch ohne Ausnutzung des vorteilhaften Um-
standes, daB die Differentialgleichungen aus einem Variationsproblem entspringen,
behandelt diese Frage F. Engel, Gott. Nachr. 1916, S. 270ff, — Der Vergleich diirfte
den Vorzug des Variationsansatzes deutlich zum Ausdruck bringen. — Fiir die ge-
schichtliche Entwicklung der Einsicht in die Bedeutung und den Zusammenhang der
zehn Integrale der Bewegungsgleichungen vergleiche man die betreffenden Stellen in
Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik; ferner die interessante Note von J. R. Schiitz in
den Gott. Nachr. 1897, S. 110 ff., sowie die zusammenfassende Darstellung von F. Klein
in ,Die Entwicklung der Mathematik im neunzehnten Jahrhundert“, Kap. 10, A § 2
und C § 4. 1917,
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wo die Querstriche andeuten mogen, daB bei festen Grenzen zu variieren
ist. Hierin hat die Lagrangesche Fuunktion L die folgende Bedeutung:

L=T-1,
1 n
= ’ngz(xfl -+ 331?2 + 51.7@23)7

U:_”me,-mk, 1<1<k<n,

¥ix

2 ) 2
i = V(x“ — ) (% — T0) (2 — %)

» = Qravitationskonstante,

und die z;, sind aus dem Variationsproblem als Funktionen von # zu be-
stimmen. Es handelt sich hier also um ein einfaches Integral, ¢ tritt an
die Stelle der vorhin mit x und die #;, treten an die Stelle der vorhin
mit «» bezeichneten Grofen.

Bekanntlich sind die Bewegungsgleichungen des # - Korperproblems
gegeniiber einer endlichen zehngliedrigen Gruppe, der sogenannten ,,Galilei-
Newtongruppe‘* invariant. An dem Variationsproblem zeigt sich diese In-
varianz in der Weise, dal L gegeniiber den infinitesimalen Transformationen
der Gruppe zum Teil vollstindig, zum Teil bis auf eine Divergenz in-
variant ist. Diese lauten ndmlich:

(11) a) At—r, Az, —0,

23 B =20
e=1 e T Fe

d) dt=0, da, =7yt (k=1,2,38],
und man sieht ohne Miihe, daB bei a), b), ¢) 4L =0 ist, dagegen ist bei d)

n 3
AL=2 (3 N myz,)=2c=Dive.

=1 k=1
Nunmehr ergeben die-Formeln (5) und (8)
oz, =dx;, — x,41,
® 3
B=0C— ) > ma, Az, + At(T + ),
=1 k=1

und die E. Noethersehen Divergenzrelationen nehmen die Form an:
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n 3
(12) a) ‘“ZZfi’ik‘/’ik = %(T—}—U},

@
p.‘
ol
1l
[y

b) qu’i'c :—»wzmzxﬂ [k::l’zi 3]‘
) Z(xi,u Yir— Xi» 'l/’c‘}c) = Zmz’(xiﬁaiw xwxz;c>
=1 1
[(;”: ”) = (2 3) (3’ 1), (1’ 2)]?
& d(\
d) Dtve = g{Dma, —th, k} (k=1,2,3].

Soweit handelte es sich um rein formale Identitdten, die sich iibrigens
nachtriglich leicht direkt verifizieren lassen, indem man

n
oL d /oL %My d :
Vin = 550 T 4t (——) =;§ ’e (@1 — Zix) — Q}‘(mia’ik)
v i

einsetzt. Von der Forderung 6IL dt = 0 ist bisher keinerlei Gebrauch

gemacht. Betrachten wir nun jedoch die Differentialgleichungen des n- Korper-
problems, so haben wir die Lagrangeschen Ausdriicke v, gleich Null zu setzen,
und die Gleichungen (12), deren linke Seiten dann verschwinden, liefern
uns die zehn bekannten ersten Integrale des Problems, némlich (12a) den
Energiesatz, b) die drei ersten Schwerpunktssitze (auch Impulssitze ge-
nannt), ¢) die drei Flichensitze, und d) die drei zweiten Schwerpunkts-
sitze. Die Form, in der die letzteren erscheinen, weicht von der sonst
iiblichen etwas ab; um zu dieser zu gelangen, hat man nur zu -beachten,

daf nach (12b) Z m;&,, = ¢, ist, woraus dann folgt:

(13) D mz, = at+ o [k=1,2,8].
—t
(¢x, cx = Konstanten.)

Fiir uns ist aber gerade die Form (12d) von Bedeutung, erstens, weil sie
zeigt, daB die zweiten Schwerpunktssitze sich vollig in die Rethe der
iibrigen Erhaltungssitze einordnen, zweitens, weil sie uns so *den Schliissel
zur Deutung der analogen elektrodynamischen Relationen (28) geben.

§3.
Ubersicht iiber die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen.

Vor der Behandlung der elektrodynamischen Gleichungen schicke ich
eine Ubersicht iiber die im folgenden gebrauchten Bezeichnungen voraus.
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Im allgemeinen halte ich mich an die von M. v. Laue in seinem Buche
,,Die Relativitdtstheorie“ Bd. I gebrauchten, auch folge ich weiterhin
v. Laue in der Symbolik fiir den drei- und vierdimensionalen Vektor-
und Tensorkalkiil, so haBlich diese auch ist, so daf der Leser alle ihm
etwa unbekaunten Symbole dort nachschlagen kann. Das MaBisystem ist
das Lorentzsche'?) in CGS-Einheiten. ¢ bedeutet fortan, wie immer, die
Lichtgeschwindigkeit.

Tabelle der Bezeichnungen?®)

in vierdimensionaler Schreibweise in dreidimensionaler Schreibweise
X, %y, Xy, T z,Y,2,tCt
T = Vektor vom Koordinatenanfangs-
punkt nach einem festen Raum-
punkt, nicht nach beweglichem
Teilchen.
Elektromagnetischer Sechser-
tensor:
1 fags fars faas Tags Tag Tag S)x, g?;p ggz§ - i@x> - i@y, - i@z
foo= — T
Der dazu duale Sechsertensor:
k% * * .
[0 fia=1ss s =l fuu=1ys
* % *
fag = 14> fos = Fo+ Tou = fra
Viererpotential: -
P Prs Pas Pg> Py
Analogon zur Lagrangeschen Funk-
tion:
s 4 . .
1 2 2 2 2
A-13 Pa=l I @& -6
=1 k=1 15i<kLe

1%) Siehe Encycl. d. math. Wissenschaften 5, Art. 13, 7d.
1%) Bei der Gegeniiberstellung sind nicht alle GroBen in beide Spalten auf-
genommen, um - nicht durch weitere Vermehrung an Buchstaben, die doch nicht

bhenutzt werden, zu verwirren.
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in vierdimensionaler Schreibweise

in dreidimensionaler Schreibweise

Elektromagnetischer Energie-Impuls-
tensor:

4
S, =8,;= Z fir fox+ Sip A
i=1

!O, wenn ¢ =+ k

% T 11, wenn =k

ik

Dichte des Viererstromes:
P 1° P 29 P 32 P 4

Dichte der elektrischen Viererkraft:
Fl 2 F‘.’. 3 F3 ? F4

Fz‘:ZﬁlkPk
k

Mechanischer Energie-Impulstensor:
R; = Ry,

i

Do -pemy D,.. ¢ gem

L g
-peya: peyy peyz T ey

¢

L g
Doy Dyzy pezz? ez

16, ~8,, &

P ey ¢

___‘]/V‘3

ez

p, = Dichte der Maxwellschen
Spannungen

©,= c[C, H] = Poyntingscher Vektor
derelektromagnetischen Energie-
strémung

W,= 5(6" + ) = Dichte der elek-
tromagnetischen Feldenergie.

g, = % == Dichte des elektromagne-

tischen Impulses des Feldes

o = raumliche Dichte der -elektri-
schen Ladung

q = Geschwindigkeitsvektor der elek-
trischen Ladungen bzw. ibrer
materiellen Triger.

Dichte der vom Felde auf die La-
dungen ausgeiibten Kraft:

F=o(C+;[a, 9])
Dichte der Leistung dieser Kraft:
(Fa)=e(€q)

ﬁg.m’ q}} iicgm
+Cu |~ W
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in vierdimensionaler Schreibweise

In dreidimensionaler Schreibweise

Gesamter Energie-Impulstensor:
Tyoo=Tyi= B+ 8,

g,, = Dichte des mechanischen Im-
pulses

kyq

= /T 4
ot
k, = Massendichte

W, = Dichte der kinetischen Energie
der bewegten Materie

C,=aqW,= Dichte der durch die
Bewegung der Materie ver-
mittelten Energiestromung

P |icg
i@t-w
[

P =p,+[[g,, 91] = gesamter
Spannungstensor

g=g, -+ g, = gesamte Impuls-
dichte
€ =@, + &,, = gesamte Energie-
stromung
W = W,+ W, = gesamte Energie-
dichte.

§ 4.

Die Invarianz der Maxwellsehen Gleichungen gegen die konforme Gruppe.

Von den beiden Systemen der Maxwellschen Gleichungen fiir den

frelen Ather

(14) I Adivf* =0

II. 4divf=0

wird das erste identisch befriedigt durch den Ansatz

(15)

f=Not .
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Fiihrt man diesen in II. ein, so werden die linken Seiten von II. genau
die Lagrangeschen Ausdriicke y, des Variationsproblems

8fff[Ade du,da,da, =0,

bei dem z,,z,, z,, #, als unabhingige Variable und ¢,, @,, @,, ¢, als
gesuchte Funktionen dieser zu betrachten sind und die Variation bei
festem Rande und festen Randwerten der ¢ vorzunehmen ist, woran die
Horizontalstriche erinnern sollen. Das hier auftretende Integral bleibt
nun ungeindert, wenn man die z,, ..., einer beliebigen Transformation
der 15 gliedrigen konformen Gruppe des B, unterwirft und gleichzeitig die
Komponenten -des Viererpotentials ¢,, ¢,, ¢;, ¢, kontragredient zu den
Differentialen dz,, dz,, dz,;, dx, umformt. Da wir es nur mit rein
formalen Operationen zu tun haben, brauchen wir uns um die (vom
Standpunkt des Physikers notwendigen) Realitatseinschrinkungen der Para-
meter der Gruppe nicht zu kiimmern. Die genannte Invarianz erkennt
man leicht, wenn man unter Beachtung des Umstandes, daf sich die GroBen

op, Oy, . "
fir = Fiﬁ — 5, kontragredient zu den GroBen dz; dz, umsetzen, den Aus-
Ed k

druck ausrechnet, der durch beliebige lineare Transformation der dz aus
dem Ausdruck

(312 dv, dw, ds, da,
2, k

entsteht. Man findet so, dal er dann und .nur dann in den neuen Va-
riablen die gleiche Form

(> 7, ) dz, dz, 4z, dz,
ik
erhilt wie in den alten, wenn die Transformation die Gleichung
2 dxf = 0 in die entsprechende Z cl:?f = 0 iberfithrt. Die Gesamtheit
3 B

dieser Transformationen bildet aber genau die konforme Gruppe.

Neben dieser endlichen kontinuierlichen Gruppe lifit das Variations-
problem offensichtlich noch eine unendliche Gruppe zu, welche die ersten
Ableitungen einer willkiirlichen Funktion enthilt:

~ — 4 ;
Ty == % ‘Pi"‘:‘Pi"f'ggi [¢=1,2,3,4],

da (vgl. 15) die Rotation eines Gradienten identisch verschwindet.
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§ 5.
Aufstellung der formalen Identititen.

Auf Grund der E. Noetherschen Sitze miissen jetzt 15 linear unab-
hingige lineare Verbindungen der Lagrangeschen Ausdriicke
e f; X o (0p o9,
(16) Wi:’“Z’L:%’ (axf"_ )

= oz, o, oz,

identisch zu Divergenzen werden, und auBerdem mull zwischen den v,
und ihren ersten partiellen Ableitungen eine Abhingigkeit identisch
erfillt sein.

Ein System von 15 linear unabhiingigen infinitesimalen Trans-
formationen unserer &, ist das folgende™):

(17) a) dz =u«,

ﬁkk::O
b) Axk:,;,ﬂkﬁxe (ﬂ]cg — ""ﬂgk s

o) dx,=yx,
d) dx,=2x, N ex,—e > xl  [k=1,2,3,4].

Von diesen Transformationen entspricht die auf k= 4 beziigliche von a)
der Transformation (11a) der Galilei-Newtongruppe, die drei andern (17a)
den rdumlichen Translationen (11b); die zu den Parametern f,,, f,,, f,,
gehorigen ,,raumlichen Rotationen von (17b) entsprechen den Rotationen
(11c¢) der Galilei-Newtongruppe, die drei iibrigen zu f,,, f.,, 8, gehorigen
,»zeitlichen Botationen* entsprechen der Einfiihrung einer anders gerichteten
t-Achse bei festgehaltenem z,y,z-Raum in der Galilei-Newtongruppe
(11d). Die Formeln (17¢) und d) entspringen der Zusammensetzung je
zweier Transformationen durch reziproke Radien. Die zu den da kontra-
grediente Transformation der ¢ ist einfach gegeben durch die Formel

oA
(18) Ag,—=— 32, [k=1,2,3,4)

-~ 8xk i
und die infinitesimale Transformation der unendlichen kontinuierlichen

Gruppe durch
Az, =0 Adg =22

axk

1%) Siehe z. B. 8. Lie und F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen 3,
Leipzig 1893, S. 281.
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Betrachten wir zunachst die der letzten entsprechende Abhingigkeit.
Nach (5) wird
o = ap
somit ergibt der Vergleich mit (9) und (10)

~

(19) 2,

Um die Divergenzrelationen aufzustellen, bilden wir nach (8)
( og
o ka;kéhpk _RLZAxl iZﬁk a—;‘i — 5/:%.44},
i k p3

was auf Grund der Definition des elektromagnetischen KEnergie-Impuls-
tensors S, iibergeht in

(20} ZﬁLJ(pkﬁLZAx !.._S“ i yf;f» ax}

Wiirden wir jetzt fiir 42, 4 die Ausdriicke aus den Formeln (17) und
(18) einsetzen, so wiirden wir zu Divergenzrelationen gelangen, die sehr
lang und uniibersichtlich gebaut sind?®) und vor allem an dem wesent-
lichen Mangel leiden, dafl in ihnen die Viererpotentialkomponenten ¢, die
doch hier nur mathematische HilfsgroBen sind und keine selbstandige reale
physikalische Bedeutung haben, explizite und nicht nur in den physikalisch
allein sinnvollen Verbindungen f;, auftreten. Diesem Mangel 148t sich
jedoch durch einen Kunstgriff abhelfen. Aus der unendlichen kontinuierlichen
Gruppe lassen sich doch auf mannigfache Weisen endliche Gruppen aussondern,
indem die Funktion p nicht vollig willkiirlich, sondern nur von endlich
viel Parametern abhéngig genommen wird. Indem wir nun zu der Trans-
formation (18) fiir em in geeigneter Weise spezialisiertes p» den Ausdruck

== (.

Uf hinzufiigen, gewmnen wir gerade solche infinitesimale Transformationen,
k

die zu Divergenzrelationen fiihren, in denen die ¢ nur noch in den Kom-
binationen f; auftreten. Wie wir das p zu spezialisieren haben, wird
sich im Verlauf der Rechnung zeigen.

20) Nur als Beispiel gebe ich die aus (17d) flieBenden Formeln

2! 2, _S_’ : 2 I,
Z%—ig fik xr¢r~"2xixk‘4+ fir {2(xk¢r“xr¢k)+2xk Z, ax.:
- ' 2 7 s
3‘?7 2)_‘ : ( o9,
axk }"5' axL ““4}7%{{2(%%“%%)’*‘2% sg’xs%-

L3

0%2%}”2%2’&, P, k=1,2,3, 4.
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Setzen wir demgemiB in (20) fiir 4¢, den Ausdruck

04z; ép
(21) T L Tox, 99;,”}“‘5;:

ya

ein, so gewinnen Wwir

o4 v
._,meZ w’j Z——%—}—;’A -L’iﬁ\ Zs._isz
:%’fik—a;;<;2"¢pldx;' — p) ——;’ S, 4z,

und nun erkennt man, dafl die richtige Spezialisierung von p
p= Z ¢, 4z,
ist. Nach (5) und (21) wird jetzt'
09 2;, fii 4%,

so daB die Divergenzrelationen die Gestalt annehmen

(22) Z;ZY%Q;.A%F _ <28 Ax)

2

Setzen wir jetzt die Ausdriicke (17) ein, so erhalten wir

(23) a) 2 -8, Zm [2=1,2,3,4],

b) 23 (xu vi — Ly uz) —ZQ/’t(wuﬁw xvf;,y)
[(a,7) = (1, 2):(1 3), (1,4),(2,3), (2, 4), (3,4)]

223%:<2 %Sei> :Z%'(Z%ﬂ'g),
d) <2x,2xg i — ,z;xej

*Z?{Q!Zx erﬂo f;AZz {)»—-"—TI, 2, 3, 4].

o
e

§ 6.
Einfiihrung der physikalischen Ansitze.
Bis zu diesem Punkte handelte es sich wiederum nur um rein formale

Identititen, die sich durch Einsetzen von (16) und der aus der Tabelle
auf Seite 266 —268 folgenden Werte der S;, als Funktionen der ¢ verifizieren
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lassen. FErst jetzt setzt der physikalische Ansatz ein, indem fiir den freien
Ather die Lagrangeschen Ausdriicke vy, gemiB (14 II) gleich Null gesetzt
werden und fiir mit ponderabler Materie erfiillte Gebiete gleich den be-
ziiglichen Komponenten des Viererstromes P, ?'). Solcherweise folgen aus
den Identititen (19) und (23) nunmehr physikalische Sétze, die mit dem
Namen ,,Erhaltungssitze* benannt zu werden pflegen. Um aber den
physikalischen Inhalt in aller Vollstandigkeit herauszubringen, diirfen wir
uns bei Anwesenheit ponderabler Materie nicht auf die durch den Ansatz
p, = P, gelieferten Erscheinungen im elektromagnetischen Feld allein be-
schrinken, sondern miissen die Wechselwirkung von Feld und ponderablen
Massen beriicksichtigen, die durch den Ausdruck fiir die Viererkraft

Fk=2fkipi

geliefert wird. Diese Kraft- bzw. Leistungsdichte steht ihrerseits auf
Grund der relativistischen Dynamik mit der Impuls- und der Energie-
dichte der durch sie bewegten Massen in der Beziehung

=% 1 biv[[g,.. all,
0

~ W .
((Sq> = ot + dlvq Wm’

oder vierdimensional geschrieben
0
Fo=2 50 R
FA i
Hiernach nehmen die Erhaltungssitze die Form an

(24) a) Z?%T“:o [1=1,2,8,4],
b) ;‘%m,,a’,,vam):o (s 7)=(1,2), ... (8,4)],
{22, %7:5 Ty — T %" 2t =22, 2 R,

a D
[A=1,2,3,4],

B
wobei 8;;+ B;; = T); geschrieben und von der Symmetrie B, =R ;
Gebrauch gemacht worden ist.

C

A

0
8:1:i

2) Ich beschrinke mich der Einfachheit halber auf die Grundgleichungen der
Elektronentheorie, d. h. auf den Grenzfall ¢=1, u=1, 6=0 der Gleichungen fiir
ponderable Materie.

Mathematische Annalen. 84. 18
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§ 7.
Die physikalische Deutung der Ergebnisse.

Um die physikalische Bedeutung der Sitze (24) zu ermitteln, spalten
wir sie notgedrungen in ihre riumlichen und zeitlichen Bestandteile, ob-
wohl die schéne Symmetrie der Formeln dadurch auf das Grausamste
zerstort wird. Die Umschreibung in die dreidimensionale Vektoranalysis
liefert, wenn noch K zur Abkiirzung fiir die Summe > R, geschrieben wird,

(25) 8,)%) g+ bivp =0,
2) —~W-+divG=0,
b) 5[t g1+ div[r < p]=0%),
b) a—i{r—-tg}ﬁ—bih {Ur,g]}——tp}-——:o,

s i(rg) — Wi} +div{[r, p] — &1} = K,

NP
| )

£
)iQ)

s {r(rg) +[r, [v, gl] — 20t W 4-¢*¢7 g}
+ vio {[[x, 7t pI]] + [r><[r><p]] — 2¢[[r,B]] +¢*°p} = 21K,
d,) %{ (rg)—?(r“ﬁ—c%ﬂ}
+div{2¢[r, p] — g(r2 +¢?t°)} = 21 K.

Zu diesen Gleichungen tritt noch die aus (19) folgende sogenannte Kon-
tinuititsgleichung der Elektrizitdt hinzu

(26) div (o q) %ﬁ =0.

Die Gleichungen (25) formt man hiufig aus der Differential- in eine
Integralform um, indem man sie iiber ein dreidimensionales Raumstiick

) Der Index r entspricht den rdumlichen, der Index z den zeitlichen Kompo-
nenten,

23) Da v. Laue das Zeichen [r, p] schon fiir den Vektor mit der z-Komponente
T Poz+YPuoy+ 2Pz, verbraucht hat, habe ich mir erlaubt, hier das Zeichen [1r>< P
fiir den Tensor

EPrx— T Prx ZPry—XPry ZPxz—XP::

(ypzx“Zpyx YP:y— 2Pyy YPzz— 2Py )
TPyx —YPrxz ITPyy—YPzy IPy:—YPxr:

zu benutzen. Ubrigens gilt [t, dinp]=dis [t ><p].
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integriert, wobei die Integrale iiber die Divergenzglieder zu Oberflichen-
integralen werden. Wir wollen annehmen, daB wir ein abgeschlossenes im
Endlichen gelegenes System von Massen und Ladungen vor uns haben,
und daf die Komponenten des Energie-Impulstensors nach aulen so rasch
abnehmen, daB wir fiir ein hinreichend grofes, Massen und Ladungen in
seinem Innern enthaltendes Integrationsgebiet B die Oberflichenintegrale
gegeniiber den Raumintegralen vernachlissigen diirfen. Dann ergeben die
Formeln (25a,), a,) und b ) die Erhaltung des Impulses, der Energie
und des Drehimpulses ungeres gesamten Systems:

(27) a) [Jfgdz= ® = konstanter Vektor,
B
a) [J]Wdv= E—= Konstante,
B
b,) J[J[r,g]dr =& = konstanter Vektor.
B

Formel (25b,) dagegen nimmt zunidchst die Gestalt

-

an, deren ganz deutliche Analogie zum zweiten Schwerpunktssatz (12d)
bei dem n-Korperproblem wir sogleich erkennen werden. Vom Standpunkte
der Relativitdtstheorie aus hat man ja Masse und Energie als identisch
zu betrachten, und zwar ist eine Masse m als Energie von der Grofle m c?
anzusehen. Umgekehrt wird es gestattet sein, jede Energie mit der Dichte

W einer Massendichte von der Grofe g = k #quivalent zu setzen. Hier-

durch erhdlt auch das elektromagnetische Feld im freien Ather einen

,»ochwerpunkt®, und
fffr ?;dt =fffr kd~x
B B

ist der mit der Gesamtmasse Eﬁ; multiplizierte Radiusvektor vom Koordi-

natenanfangspunkt zu dem gemeinsamen Schwerpunkt von elektromagne-
tischem Feld und ponderabler Materie, entspricht also véllig der in (124d)

stehenden GroBe ' m,x,,, wihrend die mit ¢ multiplizierten Glieder in

(28) und (12d) beidemal den Gesamtimpuls des Systems bedeuten. Aus
Formel (28) in Verbindung mit (27a,) folgt dann

(27b,) fffr- dtr=G6,4+ &t (€, = konstanter Vektor)

wieder in volliger Analogie zu (13), d. h.
18*
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Der gemeinsame Schwerpunkt des elektromagnetischen Feldes wnd
der ponderablen Materie bewegt sich geradlinig gleichformaig.

Die fiinf iibrigen Satze haben wegen des Auftreteas der Grofle. K
nicht mehr die Form reiner Erhaltungssitze (—a% von Raumintegral = Ober-
ﬂéchenintegta.l) , wenn bewegte Korper im Integrationsgebiet vorhanden
sind; daher 148t sich die Integration nach der Zeit nicht explizite durch-
fithren. Trotzdem kommt den Sitzen natiirlich ein wohlbestimmter physi-
kalischer Sinn zu. Um aber die Auffassung zu erleichtern, wollen wir
uns auf den Fall beschrinken, daB wir es nur mit den Erscheinungen im
freien Ather zu tun haben, und dafl keine ponderablen Massen durch das
Feld bewegt werden. Dann wird K =0 und wir haben wieder reine

Erhaltungssitze, die wir in der Form schreiben kénnen:

rorere
(27) xc) (rg,)dr=C,+E,t,

dé)u

d,) {r(rg,)+[r, (1,811 dr =€, +2c2C, ¢ +¢*®,¢7,
ué)u

d,) 0 dv—C,+2C, 1+ B, ¢
JJ v
B

C,, C, = Konstanten, €, = konstanter Vektor.
Am leichtesten verstdndlich von diesen Gleichungen ist d ). Nach der
Beziehung %” = ,,Massendichte des elektromagnetischen Feldes bedeutet

die linke Seite von d,) die halbe Summe der Haupttrigheitsmomente der
,elektromagnetischen Masse“ des Feldes in bezug anf den Koordinaten-
anfangspunkt, so dal wir sagen konnen:

Die Summe der elektromagnetischen Haupttragheitsmomente des Feldes
i bezug auf einen beliebigen festen Punkt ist eine quadratische Funktion
der Zeit, und der Koeffizient des Zeitquadrates ist die doppelte Gesami-
energie des Feldes.

Die Gleichungen (27¢) und d ) scheinen mir dagegen kein unmittel-
bares Analogon in der Mechanik zu haben. So wird man wohl die links
stehenden Integranden als neue Gréfen in die Physik einfiithren miissen.
Die Dimension von (rg,) ist die der Dichte einer Wirkungsgrofe und die
von {r(tg,) + [r[rg,1]} die des Momentes einer Wirkungsdichte.

Ich méchte nicht schliefen, ohne meine Dankbarkeit gegen Friulein
Emmy Noether und Herrn Prof. Paul Hertz fiir ihr wohlwollendes Inter-
esse, mit dem sie mich bei der Durchfithrung unterstiitzten, zum Ausdruck
zu bringen.

(Eingegangen am 3. 3. 1921.)



