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Parte 1

SIMETRIAS






Los matematicos no estu-
dian objetos, sino relaciones
entre los objetos; les re-
sulta, pues, indiferente
reemplazar esos objetos
por otros, siempre que las
relaciones no cambien. La
materia no les importa, solo
la forma les interesa.

(Poincaré 1902)






Capitulo 1

TEORIA DE GRUPOS

1.1. Introduccidon

Observar las simetrias que posee la Naturaleza es el objetivo principal de la Fisica Funda-
mental, ya que de ahi también podremos deducir las leyes que la gobiernan. El concepto de
grupo estd intimamente ligado al de simetria y es por eso que antes debemos abordar este
capitulo, fundamentalmente matematico, e intentar hacernos una visién general del funciona-
miento de estos objetos.

Hay que decir primero que el origen de la teoria de grupos estd en el intento de los ma-
tematicos por resolver ecuaciones algebraicas de grados arbitrarios por medio de radicales, es
decir, dando férmulas a aplicar para sacar las raices de la ecuacién. Primero los drabes en
la edad media y después los algebristas italianos en en el siglo XVI sélo llegaron a obtener
expresiones radicales para érdenes 2, 3y 4.

No fue hasta los albores del siglo XIX cuando se resolvié el llamado problema de /a quinta
insoluble gracias al teorema del matematico noruego Abel en 1824, basado también en el
trabajo del matematico italiano Ruffini, en el que demostraron que no se podian encontrar
expresiones radicales en ecuaciones de grado mayor o igual a cinco (lo cual, légicamente no
negaba la existencia de esas soluciones, sino la forma de obtenerlas).

Hoy se sabe, no obstante, que todas estas aportaciones son parte de una teoria mas ge-
neral, debida al matematico francés Galois, el verdadero creador de la teoria de grupos. En
su teoria no sélo se demuestra la imposibilidad de ecuaciones de grado mayor o igual que
cinco, sino que ademds se da la razén por la cual las ecuaciones de grado menor que cinco se
pudieron resolver por radicales, cosa que la teoria de Abel no hacia.

La tragica historia de Galois, muerto a los 20 afios, es muy conocida entre los fisicos tedri-
cos y no le voy a dedicar demasiado espacio. Sélo dar un par de pinceladas y decir que resulta
muy interesante por la personalidad del sujeto y los determinantes acontecimientos en los que
se vio envuelto. Nacido en Paris en 1811, a pesar de sus indudables actitudes intelectuales,
Galois fue rechazado en su examen de ingreso en la Escuela Politécnica y se matriculé en la
Escuela Normal. Alentado no obstante por uno de sus profesores, dio vida a una de las teorias
mas influyentes de las matematicas e intenté que muchos de los matematicos de su época le
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escucharan mandandoles sus trabajos. No tuvo éxito. Debido seglin unos a sus convicciones
republicanas (lleg6 a estar encarcelado seis meses) y segiin otros a un desamor, fue retado
a duelo el 29 de Mayo de 1832 y murié el dia siguiente a consecuencia de una herida en el
abdomen. Su trabajo sélo fue reconocido mucho después de su muerte.

La utilizacién del aparato de la teoria de grupos en la Mecdnica Cudntica fue propuesta en
la década de los afios 30 del siglo pasado, casi simultdneamente, por Wigner y Weyl.

1.2. Definicion y clases de grupos

Se llama grupo a cualquier conjunto GG de transformaciones de simetria que cumple:

1) Existe una ley de composicién interna, normalmente llamada multiplicacién o suma:

GxG — G
a b~abda-+b

2) La ley es asociativa:
(ab)e =a(bc) 6 (a+b)+c=a+ (b+c)
3) Existe un elemento neutro e:
eca=ae=cdet+a=a+te=a
a este elemento se le denomina 1 en la multiplicacién o 0 en la suma.
simétrico):

ala=aa'=ed —ata=a+(—a)=¢

4) Todo elemento a posee inverso a~! (o —a en la suma, en cuyo caso se suele llamar

A veces los postulados 3) y 4) se sustituyen por otros mas débiles pero equivalentes en
donde sélo aparece la multiplicacién(suma) por la izquierda.

Cuando un subconjunto H de G conserva las propiedades de grupo con la misma opera-
cién se denomina subgrupo de GG. En todo grupo hay dos subgrupos, llamados impropios o
triviales, que son él mismo y la identidad.

Si todos los elementos del grupo conmutan el grupo se denomina conmutativo o abeliano.
Una forma de medir el grado de conmutatividad de un grupo es mediante la operacién de
conjugacion:

g'es el conjugado de g & 3h € G/g' = hgh™' o bien ¢'h = hg
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|6gicamente, si el grupo es conmutativo todos sus elementos coinciden con sus conjugados y
sélo existira una clase de equivalencia de conjugacion.

Un subgrupo H de G se denomina normal o invariante o autoconjugado si sus conju-
gados con cualquier elemento de G permanecen en H (todo subgrupo de un grupo abeliano
es normal). Si un grupo sélo tiene los subgrupos invariantes triviales se denomina simple. A
los grupos triviales (la identidad y el mismo grupo) a veces se les denomina subgrupos impro-
pios. Por tanto, un grupo serd simple si no posee subgrupos normales propios. Diremos que
un grupo es semisimple si no posee subgrupos normales abelianos propios.

El grupo se llamara finito si tiene un ndmero finito de elementos. A este niumero se le llama
orden del grupo y se denota como |G|. En caso contrario hablaremos de un grupo infinito.

Un ejemplo de grupo finito seria el grupo de permutaciones de 3 elementos, S3, per-
teneciente a los llamados grupos simétricos por coincidir con el conjunto de aplicaciones
biyectivas que se pueden establecer, en este caso entre los tres elementos. Légicamente, el
orden aqui seria |S3| = 3! = 6.

El grupo infinito mds comin es el conjunto de matrices invertibles de orden n sobre un
cuerpo K, que normalmente es el de los reales o los complejos, tomando como operacién
interna la multiplicacién de matrices. Hay que tener en cuenta que el orden aqui no es el orden
del grupo sino el de las matrices que lo representan. Este grupo se conoce con el nombre de
grupo general lineal de orden n:

GL(n,K) = ({A={a;;}/det A#0,a;; € K}, -)

Un grupo H es homomorfo a otro GG si existe una correspondencia entre ambos que
conserve la operacién de grupo. Con esta condicidn, dos elementos del grupo inicial pueden
ir al mismo del final pero la identidad se transformard en identidad en el otro grupo. Si este
mapeo es biyectivo se denominarad isomorfismo de grupos. Si el isomorfismo se realiza sobre
el mismo grupo se llamard automorfismo.

1.3. Generadores

Para los grupos finitos se puede definir un subconjunto, denominado sistema de genera-
dores, S, consistente en un conjunto de elementos del grupo tales que sus productos (o los
productos de sus inversos) generan el grupo. El conjunto generado se denota de la siguiente
forma:

<S>:{glgg---gr/gi€So'gi_1GS}

Vamos a verlo con el conjunto de permutaciones de 3 elementos, que se sabe que tiene
orden 6:
53 = {[17 27 3]7 [27 17 ) 3]7 [37 27 1]7 [17 37 2]7 [27 37 1]7 [37 17 2]}

Los elementos del grupo se suelen denotar mejor como

Sy = {e, (12), (13), (23), (123), (132)}
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SS\
(12)><(13)><{

\/..//

Figura 1.1: Grafo de Cayley para el grupo S3

indicando las permutaciones de 1 o de 2 elementos. En general aqui vemos que es un grupo
no abeliano, ya que:

(12)(13) = [2,1,3][3,2,1] = [3,1,2] = (132)
(13)(12) = [3,2,1][2,1,3] = [2,3,1] = (123)
en donde se ha usado la composicién de permutaciones de la siguiente forma:
k=jei=1[j1,J2, js]ltr, 12, ] = [Jir: Jia, Jis]
Se puede comprobar que las trasposiciones del primer elemento con el segundo y con el tercero
generan todo el grupo:

Sy =< (12), (13) >={(12), (12)*, (13), (13)*, (12)(13), [(12)(13)]*, (13)(12), [(13)(12)*, - - } =
={(12), ¢, (13), ¢, (132), (123), (123), (23)}

En general el grupo S,, se genera con n — 1 trasposiciones:

Sn={(12),(13),---, (In)}
Los grupos de permutaciones se pueden dividir en las permutaciones impares y las pares. En este

caso, el grupo alternado de 3 elementos, A3, que es como se denominarian las permutaciones
pares, cuyo orden es la mitad que el principal, seria de la forma:

Az =< (123) >= {(123), (123)?,(123)3,-- - } = {(123),(132), ¢}

Una forma sencilla de representar las generaciones de un grupo finito es mediante los llamados
grafos de Cayley (figura [L1)).

Como dato, sin entrar en detalles, decir que Galois asocié a cada polinomio un grupo
de permutaciones de sus raices. Abel habia demostrado que el A5 era un grupo simple y
como consecuencia S5 era no resoluble, es decir, no existia una serie de subgrupos invariantes
contenidos consecuentemente (todo grupo abeliano es, obviamente, resoluble). Galois de hecho
demostré que el primer grupo simple no abeliano tenia orden 60 (es decir, que el A5 de Abel
era el primero no resoluble).

1.4. Grupos de Lie

1.4.1. Definicién y ejemplos

Para los grupos infinitos, podemos utilizar la estrategia de etiquetar sus elementos g,, o
bien, g(a), entendiendo a como un conjunto de parametros que viven en un espacio topoldgi-
co. De esta forma, podremos hacer una correspondencia entre ese espacio y los elementos del
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grupo, y muchas veces identificar ambos. Se asume que estos pardmetros son esenciales, es
decir, caracterizan completamente a cada elemento del grupo.

Dentro de los grupos infinitos, hay un conjunto importante, los denominados grupos
continuos, que nos garantizan que si:

9(a)g(b) = g(c)

entonces ¢ debe ser una funcién continua en los parametros a y b.

A su vez, dentro de los grupos continuos hay un conjunto de grupos denominados grupos
de Lie, en honor del matematico noruego Sophus Lie que los estudié a finales del siglo XIX,
en donde se debe cumplir ademas que esa funcién de los parametros sea analitica.

Como generalizacién de los grupos finitos, un grupo continuo con un nimero de parame-
tros finito a veces se denomina grupo continuo finito y el nimero de pardmetros esenciales
el orden del grupo.

No hay que confundir el orden del grupo de Lie con la dimensién del espacio donde viven
sus parametros. Por ejemplo, el grupo G'L(n,R) actda sobre un espacio de dimensién n pero
su orden es n? (el nimero de elementos de sus matrices), por tanto se puede decir que vive
en el espacio R™. En el caso de que el cuerpo fuera el de los complejos, el orden del grupo
serfa 2n?. Este orden (a veces se le llama también dimensién, por abuso del lenguaje) se puede
restringir si nos fijamos en los subgrupos. Por ejemplo, en el subgrupo de matrices unitarias:

Un)={U € GL(n,C)/ Ut =U""}

se tienen las n? condiciones:

Ui = (U )y

lo que reduce el niimero de pardmetros esenciales de nuevo a n2. Y si el grupo es especial, es
decir, las matrices tienen determinante unidad:

SU(n)={U € U(n)/detU = 1}
por la condicién afiadida se reduce el orden del grupo a n? — 1.

El grupo ademas serd compacto si el dominio de variacién de sus pardmetros es cerrado
y acotado. En este sentido, por ejemplo, el grupo de rotaciones es un grupo compacto (sus
pardmetros varian en el conjunto [0, 27]) mientras que el grupo de traslaciones no es compacto.

Consideremos el grupo de matrices ortogonales, normalmente definido sobre el cuerpo real
como:

O(n)={R<cGL(n,R)/R' = R '}
este grupo, cuyo orden es n(n-1)/2, nos da las siguientes condiciones cuando se impone
R'R=1:
RijRix = 0ju,
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utilizando el convenio de Einstein de suma sobre indices repetidos. Esto representa un conjunto

de n? ecuaciones algebraicas, lo que implica que el dominio de los pardmetros es cerrado.
7 2 _ .

Ademads, es claro que |R;;| < 1 (de hecho, .. Rj; = n) luego el conjunto es acotado. Por

tanto, los grupos ortogonales son compactos.

1.4.2. Algebra de Lie

Sophus Lie mostré que las principales caracteristicas de un grupo se pueden deducir de
aquellos elementos que difieren infinitesimalmente de la identidad. De este modo a cada grupo
de Lie podemos asociarle un dlgebra de Lie, que captura totalmente la estructura local del

grupo.

Para empezar decir que siempre podemos reparametrizar el grupo de forma que sus parame-
tros sean normales, es decir, que el origen de la variedad coincida con la identidad del grupo,
gla=0)=e.

Si vamos mas alld podemos incluso hacer la identificacién ya mencionada de los elementos
del grupo, g(a), con la propia variedad, a. Se puede pensar asi un grupo de Lie de orden r
como el conjunto de transformaciones:

I’;:fi(xla"'axnaafla-"aar) 2'2172,...,71

en donde n representa la dimensién del espacio sobre el que actlia y podemos reescribir por
simplicidad como:

/
' = f(z,a)
Estas transformaciones, Iégicamente, deben cumplir las reglas de los grupos continuos. Por
ejemplo, existird un elemento inverso a~! de forma que

r=f(2',a ")
como podemos ver en el siguiente ejemplo de un grupo de orden 2 definido por la transforma-
cion:

¢’ =z + a a; # 0,a; € R

cuyos elementos podemos denotar como (ay, as) y cuyo producto podemos calcular como

(b1, b2) (a1, az) = (bray, bras + by)

siendo la identidad el elemento (1,0) y el elemento inverso:

(a1,a2)"" = (1/ay, —az/ay)

como se puede comprobar despejando la x.

Como se ha dicho, si utilizamos pardmetros normales se debe cumplir que

f(z,0) =2z
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Si hacemos una transformacién infinitesimal de coordenadas inducida por un cambio de
parametros del grupo obtenemos:

0 0
dx = %da = u(x)da
o de forma mas general
Ofi(, :
dz; = M da, = u;,(x)da, i=1,....n
da, |0

en donde el indice griego recorre la variacién a lo largo de todos los parametros del grupo
hasta 7.

Si aplicamos esto a cualquier funcién F' de las coordenadas obtenemos
oF Ofi(z,0) 0
dF = —dz; =da, { ——— ¢ I
o0x; . “ { Oa, Ox;

en los grupos de Lie al término entre llaves es lo que se suele llamar generadores del
grupo, y habrd uno por cada parametro esencial, es decir, se trata de un operador vectorial
r-dimensional:

0
X, = up— v=12,...,r

8l’i

donde la suma recorre las dimensiones de la variedad hasta n.
El hecho de Ilamarlos generadores queda claro en la expresion:

g=-ec¢+da,X,

que representara el comportamiento del grupo en torno a la identidad en el llamado espacio
tangente a la variedad diferenciable que definen sus transformaciones.

Este espacio tangente es el llamado algebra de Lie del grupo y se trata de un espacio
vectorial cuya dimensién es el orden del grupo por definicién.

Logicamente los generadores dependeran de la eleccion de los parametros del grupo.

Vamos a indagar en las propiedades de este dlgebra. Si nos preguntamos ahora por los
elementos conjugados de ¢’ respecto de un elemento dado ¢ tendran la forma:

1 1

99’9 =e+da,gX,g~

que corresponderian a un subgrupo que tuviera como generadores:

X =9X,97' (e +da,X,)X, (e —da,X,) =X, +da, (X, X, — X,X,)

pero el primer miembro, al ser inducido por una transformacién lineal de los parametros, sera
una combinacién lineal de generadores, y por independencia lineal también se puede afirmar
que lo es el conmutador:
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[X,uu Xl/] = C,LW)\X)\

donde ¢\ son nimeros complejos llamados constantes de estructura.

Debido a la independencia lineal se puede afirmar que las constantes de estructura cumplen
una ley de anticonmutatividad:

[Xz/a X,u] = - [X,ua Xl/] = Cuwx = —Cupx

y asimismo se cumplird la identidad de Jacobi:

[X X5 X0 4 [1X0, Xl X ]+ [[X0, Xo], X = 0

es decir

Cuvs Cosro + Caué Covo + Cuas Copo = 0

De esta forma, vemos cémo el espacio tangente definido por los generadores del grupo es
un algebra de Lie, pero esta definicién es ampliable para cualquier espacio vectorial .Z que
verifique las siguientes propiedades:

1.- Existe una ley de composicién llamada conmutador tal que
[L1, Lo] = — [Lo, [1] € &L
lineal en ambos argumentos.

2.- Se cumple la identidad de Jacobi para cualesquiera tres elementos:

> L, L], Lg] = 0

ciclica

Si los conmutadores se anulan hablaremos de un algebra abeliana. Si 7 es un subespacio
lineal de Si .Z que es también dlgebra de Lie, diremos que es invariante si para todo h en
A, L en L, se cumple que [h,[] sigue perteneciendo a 7. Diremos que es simple si no tiene
subdlgebras invariantes propias y semisimple si no tiene subdlgebras invariantes propias no
abelianas.

Ejemplo Sea el grupo de orden 2 sobre un espacio de dimensién 1 siguiente:

2= a1 + o
Primero reparametrizamos el grupo para que el elemento identidad sea el cero (pardmetros
normales):
/
=1+a)xr+ as a = (a,as)

recordando nuestra notacidn:
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f(z,a1,a2) = (1 +a1)z + ag

f(x,0,0) ==z
0 0
dr = —f da; + —f day, = xda; + dasy
8@1 0 8&2 0
Por tanto los generadores son
0 0
X1 =zrv— Xo = —
1= Tor > O

Veamos los que vale el conmutador

7 2 - x
o0r? Oz x&cQ 2

y por tanto las constantes de estructura del grupo son:

o 0 0? 0 0?
[Xl,XQ] = |:l’%,%:| = r— —

ci21 =0 Crla2 = —1

1.5. Representaciones

1.5.1. Representaciones lineales

Una representacién lineal D(g) de un grupo G es un homomorfismo de GG sobre un grupo
de operadores lineales actuando sobre un espacio vectorial V' que recibe el nombre de espacio
soporte de la representacion y nos definird la dimensién de la representacion.

Si los operadores lineales son matrices hablaremos de una representacién matricial.

Si la representacién es un isomorfismo hablaremos de representacién fiel (o exacta), por
ejemplo, todos los grupos de matrices son representaciones fieles de ellos mismos. La repre-
sentacién trivial en la que D(g) = 1 para cualquier elemento del grupo no es fiel (no es
isomorfismo).

Si la representacién consiste en matrices unitarias D(g)™ = D(g)~' se hablard de repre-
sentacién unitaria. Dos representaciones son equivalentes si se transforman entre si por medio
de una transformacién de similaridad (o semejanza):

Ds(g) = SDi(9)S™"

que constituye una relacién de equivalencia. El operador lineal S deja invariante el dlgebra en
el sistema transformado:

Y= D1(9)¢{ fZ// z i’i} }@/)/ = SDi(9)¢ = SD1(g9)S™"'¢' = Da(g)¢’

Una transformacién unitaria es un caso particular de transformacién de similaridad. De hecho,
un importante teorema demuestra que cualquier representacion de un grupo finito o matricial
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de un grupo de Lie se transforma semejantemente en una unitaria, por tanto cuando nos res-
trinjamos a las transformaciones unitarias no perderemos generalidad.

Si G es un grupo de matrices, se denomina representaciéon fundamental a aquella definida
por la accién natural de las matrices sobre el espacio vectorial, es decir D(g)v = gv. Por
ejemplo, el grupo de rotaciones SO(2) tiene una representacion fundamental en el espacio de
dos dimensiones consistente en las conocidas matrices de rotacién respecto a XY:

cosa  sena
D(a) =
—sena cosa
pero también tiene otra de dimensién 3 sobre el espacio tridimensional:

cosae  sena 0
—sena cosa ()
0 0 1

D(a) =

o incluso una no matricial sobre el cuerpo complejo:

D(a) = e

1.5.2. Representaciones irreducibles

Sea una representacién D(g) de un grupo en un espacio V,,. Si existe un subespacio V}
(k < n) que sea invariante (o estable) respecto a todas las transformaciones D(g), es decir:

Vo € Vi, = D(g)x € Vi

entonces la representacién se denomina parcialmente reducible, y se puede encontrar una
base de V,, en la que la representaciéon tenga la forma:

Dyy Dy Dy, Dijya Dy,

Dy Dy Doy, Doy 1 Doy,

Dy1 Dys Dy, D1 Dy, _ D (g) X(g))
0 0 0 D141 Diy1n 0 Ds(g)
0 0 0

0 0 ... 0 Dugir - Dun

simplemente eligiendo los primeros k vectores columna como base de V), y completando hasta
lograr una base de V,.

Cuando la representacién no es reducible se denomina irreducible. No obstante en el
caso unitario también se puede encontrar una transformacién de similaridad que nos dé una
representacion totalmente irreducible, de la forma:

<D10(9> D20(9))
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o como se conoce normalmente, diagonal por bloques. Esto se puede hacer siempre que la
representacion reducible sea unitaria. Basta con trabajar también con el subespacio suplemen-
tario o complemento ortogonal V,,_:

eV,

v eV } 0= (D(g)z,y) = (x, D*(g)y) = (x. D" (9)y) = (x, D(g")y) = D(g ")y € Vo

y como el inverso también puede recorrer todo el grupo, en este caso V,,_; también es inva-
riante y se podrd encontrar la forma indicada.

En el caso de los grupos compactos toda representacién reducible es totalmente reducible
y se dice que se puede descomponer en suma directa de representaciones:

D:Dl@DQ@...

Un resultado que se utilizard mucho es el llamado lema de Schur, que afirma que una

matriz que conmuta con todas las matrices de una representacion irreducible es miultiplo de
la identidad.

Un conjunto de niimeros que nos proporcionan informacién sobre cada una de las clases de
equivalencia de las representaciones son los caracteres de una representacion, x(g), que
se definen como las trazas de las matrices de la representacion. Todas las representaciones
equivalentes tienen el mismo conjunto de caracteres. Esto es obviamente consecuencia de la
ciclicidad de la traza que no se ve afectada por transformaciones de similaridad.

Como ejemplo estudiemos la paridad P en 2D o reflexion respecto a la identidad. Esta
operacion tiene como generadores e y p, siendo su representacién fundamental:

o= (3 )
o) = (7 o)

Si escogemos como matriz de similaridad una rotacién de 45°:

g_ cos45  sen4b _i 1 1
- \—sen45 cosd45) 2 \-1 1

obtenemos una representacion equivalente

D'(e) = 571D (e)S = ((1) ?)

D'(p) =S™'D(p)S = (é _2)

vemos que las trazas son las mismas, representan los caracteres de la representacion.
Ademas la representacién se puede poner como suma directa de dos representaciones actuando
en dos subespacios, de los cuales en este caso sélo interesa el segundo, que corresponde a la
paridad par o impar dependiendo tnicamente de un signo aplicado a la segunda coordenada.
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1.5.3. Multipletes

Los vectores base de una representacion unitaria irreducible correspondiente a una trans-
formacion de simetria nos definen una serie de estados mecanicos denominados multipletes.

En efecto, si consideramos una funcién dindmica, que normalmente como veremos serd el
llamado hamiltoniano, invariante bajo una transformacién unitaria U(a) se cumple, para un
autoestado ¢,, del hamiltoniano:

UH¢, =UHU *U¢, = E,Uo,

en donde hemos hecho la manipulacién habitual de introducir la identidad. De esta forma se
puede decir que bajo la transformacién:

H =UHU!
y dado que hemos supuesto el hamiltoniano invariante bajo la transformacién U (H' = H),
se obtiene el resultado:

H'¢), = He,, = Eng,

Lo que representa un conjunto de estados ¢/, para cada pardmetro del grupo a que tienen
la misma energia. En este caso se dice que los estados estan degenerados, y la representacion
correspondiente serd forzosamente irreducible de modo que no se puedan mezclar estados
con energias distintas. Este es uno de los motivos mds importantes para descomponer una
representacién en sus partes irreducibles.



Capitulo 2

PRINCIPIO DE HAMILTON.
MECANICA

2.1. Introduccion

En los siglos siguientes al establecimiento de la Mecénica newtoniana (XVIII'y XIX), muchos
fueron los autores que dedicaron su tiempo a intentar fundamentarla tedricamente, entre ellos
cabe destacar a D'Alembert, Euler, Maupertuis, Laplace, Lagrange, Legendre, Gauss, Liouville,
Poisson, Jacobi y Hamilton. Vamos a entender ahora alguno de estos pilares matematicos en
los que se fundamenta la moderna teoria de campos, empezando por el llamado principio de
accion estacionaria o de Hamilton.

2.2. Coordenadas generalizadas

Las coordenadas cldsicas de un sistema fisico en un espacio N-dimensional son los vectores
de posicién de cada uno de sus puntos materiales, 71,9, ..., 7y, las cuales normalmente estan
sujetas a algunas ligaduras del tipo:

f(ri,roy sy, t) =0 (2.1)

Esta clase de ligaduras o enlaces se denominan de posicion u holénomas, y son las que
estudiaremos con detalle en los siguientes puntos. Los sistemas con esta clase de enlaces se
denominan sistemas holdnomos. No existe una manera general de abordar los problemas
no holénomos (habria que utilizar en este caso la técnica de los multiplicadores de Lagrange
y tener en cuenta las ligaduras concretas). No obstante, a efectos de deducciones de leyes
fundamentales, no se pierde generalidad al considerar que todos los sistemas son holénomos,
dado que siempre se consideran sistemas de particulas y los efectos no holénomos son tépicos
de los sistemas macroscépicos.

Si un sistema estd restringido a un conjunto de k ligaduras como la anterior en realidad
sus grados de libertad efectivos no coincidirdn con los fisicos, y se lo podra estudiar con menos
parametros, digamos n:

N particulas libres — 3N grados de libertad

15
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Figura 2.1: Trayectorias en el espacio de configuraciones

N particulas con k ligaduras — n = 3N — k grados de libertad

Se definen entonces unas nuevas coordenadas para el sistema, que no tienen que tener
correspondencia con el espacio fisico real, llamadas coordenadas generalizadas, q1,qs, ..., qn,
que forman el llamado espacio de configuraciones. En general para estudiar la trayectoria
de un sistema fisico necesitamos también conocer las llamadas velocidades generalizadas,
41, G2, ---, Gn, que junto con las coordenadas anteriores constituyen un conjunto de 2n variables
que fue designado por Gibbs con el nombre de espacio de las fases. En este diagrama se
representan las coordenadas en el eje x y las velocidades o momentos en el eje .

2.3. Integral de accién

Se pueden obtener las ecuaciones del movimiento de un sistema a partir de un principio
que considere el movimiento entero entre los tiempos t; y t5 y pequeiias variaciones virtuales
del movimiento respecto al real. En un espacio de configuraciones de 2 dimensiones se veria
como en la figura 2.1]

Normalmente se usan ¢ y ¢ para significar los dos conjuntos de coordenadas y velocidades
respectivamente.

El principio de Hamilton trata de ver cudl de todas las trayectorias q(t) es la real a partir
de extremar la siguiente funcién integral:

S = fjf L(q,q,t)dt (2.2)

llamada integral de accién. S es una funcional que asigna un nimero a cada funcién q(t)
definida en el intervalo (1, 2). A la funcidn L se la conoce con el nombre de lagrangiana del
sistema, y es la funcién que debemos encontrar. La variable t juega el valor de un pardmetro
ya que se supone que L no depende explicitamente del tiempo.
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2.4. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Sea q(t) |a trayectoria real del sistema. Entonces las trayectorias virtuales serdn de la forma:

q(t) + oq(t)

cumpliéndose en los extremos de los intervalos que todas las funciones deben tomar los mismos
valores:

dq(t1) = 0q(t2) =0 (2.3)

La variacién de la accién se puede poner como:
t2
S(q+6q) — S(q) =68 +0O(6¢°) = / dLdt
t1

que sera igual a cero si utilizamos la condicidn de extremal que sugiere el principio propuesto
para la integral de accidn:

2 /OL oL .
55_/tl <8—q5q+a—q.5q) dt =0

integrando el segundo término por partes:

d
_%(

9L d oL 17 2 d (0L
T (5q)dt = | = _ (22 sgat
w oq {845"’} / dt<6q‘)5q

t1

oL 1" LToL d (0L
0S = [8—q5q} . +/tl |:8_q - E <8_q>:| 5th =0

en donde el primer sumando se anula dada la condicién de coincidencia en los extremos (2.3)).

84 dq)

por tanto:

Como la integral debe anularse para todo valor de dq, llegamos a las ecuaciones de Euler-
Lagrange, que deberda cumplir nuestra funcién lagrangiana:

oL d (0L
e i I 2.4
94 dt<8q‘) 0 (24)

que en realidad son n ecuaciones diferenciales que establecen la relacién entre las aceleraciones,
las velocidades y las coordenadas, es decir, son las ecuaciones del movimiento del sistema.
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2.5. Elecciéon de la lagrangiana

Para encontrar las ecuaciones del movimiento habra que elegir una funcién lagrangiana
adecuada. El llamado programa de Einstein sugiere que se construya ésta a partir de las
simetrias del sistema y que las cantidades conservadas y las leyes del movimiento surjan como
consecuencia de éstas.

Debe seialarse que hay infinitas lagrangianas que definen las mismas ecuaciones
del movimiento. En efecto, cualquier otra lagrangiana del tipo:

dF(q,q,t)

z (2.5)

L'(q,q,t) = L(q, 4. t) +

dard lugar a una accién que diferird de la original en un término constante que desaparecera
al hacer la variacién:

to to
S'z/ L’dtz/ Ldt + Flgo, dn, t2) — Flqn, dn, t1)
t t

1 1

En general pues haremos consideraciones de simetria. Para, por ejemplo, la lagrangiana de
una particula libre se supone que el tiempo es homogéneo y que el espacio es homogéneo e
isétropo. De esta forma la lagrangiana no podra depender explicitamente de ¢ (homogeneidad
del tiempo), pero tampoco podra depender de Kl (homogeneidad del espacio) ni de la direc-
cién de o (isotropia del espacio). Sera por tanto una funcién proporcional al cuadrado de la
velocidad. Por razones histéricas se suele llamar Ty expresar como:

L=T=mv? (2.6)

Cabe hacer notar que la multiplicacién de la lagrangiana por una constante arbitraria no
afecta a las ecuaciones del movimiento sino sélo a una arbitrariedad natural en la eleccidn
de las unidades de medida, en este caso de la masa. Pero los cocientes de las masas de las
distintas particulas, que son los tinicos que tienen sentido fisico real, permanecen invariables.

Esto ocurre asi incluso para un sistema de particulas, en donde /a propiedad de aditividad de
la lagrangiana consiste en admitir que las partes de un sistema que no interacttian con otras no
pueden contener magnitudes pertenecientes a esas otras. Asi para dos particulas tendriamos:

1 1

2 2

T = —myv] + —mavy
2 2

Las consideraciones de simetria las hemos realizado en funcién de las coordenadas fisicas.
En funcién de las coordenadas generalizadas, dado que para una particula:
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en donde se usa el convenio de Einstein de suma sobre indices repetidos. Definiendo:

1 or\?
Vo= ()
9 or
or or
M;; = m——
’ 0q; 3%‘

se puede poner la lagrangiana libre como:

Mi:

L =T = M+ Mg + 5M;;4:G; = To + Ty + T> (2.7)

es decir, como suma de tres funciones, independiente, lineal y cuadratica respectivamente en
relacion con las velocidades generalizadas.

Cuando las ecuaciones de transformacién no dependen explicitamente del tiempo (ligaduras
esclerénomas), T serd siempre una forma cuadritica homogénea de las velocidades generali-
zadas.

En el caso de un sistema de particulas que interactlen entre si se le suele afadir a la
lagrangiana otra funcién que caracteriza las interacciones en la forma:

L=T(q,4,t) = U(q,4,1) (2.8)

veremos en breve la interpretacién de estas cantidades como energias cinética y potencial
respectivamente.

2.6. Teoremas de conservacion

Las ecuaciones de Euler-Lagrange forman un sistema de n ecuaciones diferenciales de
segundo orden con n funciones desconocidas ¢;(t), por tanto, la solucién general contendrd 2n
constantes arbitrarias que se determinardn por las condiciones iniciales del sistema (teorema
de Cauchy-Kowalevski, apéndice ??). Como se supone que las ecuaciones del movimiento
no dependen explicitamente del tiempo, el origen de éste es arbitrario. Por tanto, tendremos
2n — 1 constantes arbitrarias, funcién de las coordenadas y las velocidades generalizadas. A
estas constantes se las denomina integrales del movimiento o cantidades conservadas. Entre
estas habra que elegir las mas relevantes atendiendo a su sentido fisico, es decir, a las simetrias
con las que estdn relacionadas.

En realidad, la mayoria de los sistemas no son integrables totalmente, pero siempre se
podran sacar conclusiones fisicas importantes por consideraciones de simetria.

Cuando la lagrangiana de un sistema no dependa de una coordenada dada ¢; la ecuacidn
de Euler-Lagrange correspondiente quedara:

dor

Ry
dt 94;
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a la cantidad:
oL

pi:a—q.i

se la denomina cantidad de movimiento candnica o generalizada (no tiene por qué tener las
dimensiones de una cantidad de movimiento cldsica). Por tanto, cuando las ecuaciones del
sistema no dependen de una coordenada, su cantidad de movimiento se conserva:

(2.9)

L # f(g:) = pi = cte (2.10)

a la coordenada aludida ¢; se la suele denominar coordenada ciclica o ignorable.



Capitulo 3

ECUACIONES DE HAMILTON

3.1. Introduccion

Después de abordar la teoria de Lagrange sobre los sistemas mecanicos y el principio de
Hamilton del que se deducen las ecuaciones del movimiento en el espacio de configuracién o
de coordenadas, vamos a ver ahora una formulacién ligeramente diferente para conseguir las
ecuaciones del movimiento de un sistema fisico descritas en el espacio de fases, es decir, de
coordenadas y velocidades.

En el fondo se trata de formulaciones equivalentes, pero el formalismo de Hamilton nos
dard potentes herramientas que podremos exportar mas alld de la Mecanica Clasica, como
veremos en los temas dedicados a la Mecanica Cudntica, por ejemplo.

3.2. Ecuaciones de Hamilton

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son n ecuaciones de 2° orden cuyas soluciones, las n
funciones ¢;(t), vienen determinadas por 2n valores iniciales correspondientes a las coordenadas
y velocidades iniciales. El enfoque de Hamilton serd ahora ahora conseguir 2n ecuaciones
diferenciales de primer orden con esas mismas 2n condiciones iniciales. Ahora las soluciones,
ademds de las ¢;(t), serdn otras n variables independientes, las cantidades de movimiento
generalizadas definidas por:

Esto por tanto definira un nuevo marco de descripcién en el llamado espacio de fases (q, p)
frente a la anterior descripcién (¢, ¢). El paso de una descripcién a otra viene definido por la
llamada transformacion de Legendre que explicamos a continuacion.

Vamos a trabajar por claridad con solo un par de variables en las funciones. Se trata de,
dada una funcién en unas variables, pasar a otra transformada de forma que las primeras

derivadas sean la inversa una de la otra, es decir:

21
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[z, m2) — g(v1,v0)
of e
8—% = T = 82}i

de forma que v; =

Esto se consigue por ejemplo si ensayamos para la funcién ¢ la forma:

g=xv; — f
de este modo
0
dg = —gdvi = x;dv; + vidx; — df =
aUZ'
8$‘Z‘
= ZL‘idUZ‘ + UidZL'Z‘ — Uidl‘i = ZL‘idUZ‘
9y
= IT; =
. aUZ'

Asi, en el caso de que las funciones dependan de otras variables que no formen parte de la
transformacién:

flri,wi) g, w;)

se tendrd

dg—xdszr/,d{ Ti — 8w

= .TZdUZ %d i
99 of

Trasladando esto a nuestro problema de Mecanica tenemos que buscar una nueva funcion:

L(q,q4,t) — H(q,p,1)

de f oL Ny OH
e forma que p = — = —
que p = EX q op
para ello se define la hamiltoniana con la forma:
H=pq—L

y asi
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oH  OH OH
9g T 5 P T

= qdp + pdq — dL =

0L oL oL
= 4d Y ey dg+ =t
Gdp + pdq (aq 4+ opli+ )

lo cual nos lleva a

oH |

8—p:q

OH oL d (0L )
% =0~ uila) =
OH 0L

ot ot

en donde se han aplicado las ecuaciones de Euler-Lagrange en la segunda identidad.

Hemos llegado pues a las ecuaciones que buscdbamos. A partir de una nueva funcién
definida en el espacio de fases, la hamiltoniana del sistema:

H(Q7p7 t) = C.hpz - L(q7Q7t)

llegamos a un sistema de 2n ecuaciones del movimiento de primer orden equivalentes a las de
Euler-Lagrange, las ecuaciones candnicas de Hamilton:

( Ecs.Hamalton
FEuler — Lagrange 2n ecs. 1° orden
n ecs. 2° orden

= G = o0H
i oL B oL _ 0 v op;
dt \ 0q; dq; . oH
Di = B
\ qi

3.3. Transformaciones canonicas

Para resolver problemas en Mecanica es crucial elegir las coordenadas generalizadas mds
simétricas seglin el problema de que se trate de modo que todas o la mayor parte de ellas
sean ciclicas. De este modo, de cada coordenada ciclica saldra una ecuacién de integracidn
inmediata:

=0=p =q

aH = filt) = ¢ = /fz-dt + Bi
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que como vemos sera de inmediata integracion si la hamiltoniana no depende del tiempo. Cada
coordenada ciclica dependera de dos constantes de integracién («;, /3;). Si todas son ciclicas
el problema por supuesto depende de las 2n condiciones.

Es por ello crucial encontrar una transformaciéon de coordenadas que nos lleve a una
descripcion maximamente simétrica, y en el formalismo de Hamilton habra que incluir también
los momentos, por medio de las siguientes transformaciones:

¢ — Qi(g, pir t)
Di — Pi(Qiapia t)
Pero ademas, en este formalismo tan solo nos interesaran las nuevas coordenadas que estan

relacionadas por las ecuaciones de Hamilton, llamadas coordenadas candnicas, y por tanto las
transformaciones candnicas exigiran que exista una nueva funcién:

que actie como hamiltoniana del nuevo marco, es decir, que se cumpla:

. 0K

Qi = 8—H
. 0K
pP=_—
' 0Q;

Por supuesto para que se cumplan las ecuaciones del movimiento es necesario que se siga

cumpliendo el principio de Hamilton tanto en las nuevas coordenadas como en las antiguas,
es decir:

5 / (psds — H(q,p. 1))t = 0
5 / (PO — K(q.p.0))dt = 0

o, dicho de otro modo, la diferencia entre los dos integrandos debe ser una diferencial exacta:

(pz‘éli—H)—(PzQi—K) = %

A la funcién F' se la conoce como funcién generatriz de la transformacién porque nos hara
de puente entre las antiguas variables y las nuevas.

3.4. Funcién generatriz. Transformacion identidad.

Como las ecuaciones de transformacidn son 2n relaciones entre las 4n variables, en realidad
sélo 2n variables son independientes, por lo que se puede elegir la forma funcional de la funcién
generatriz de cuatro maneras distintas segtn las circunstancias del problema:
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Fl(Qi)Qiat) FQ(qHPZ)t)

F3(pi7Qi7t) F4(plaf)27t)
En el primer caso se tiene:

= + i + i
dt ot (‘9qz a 8QZQ
y sustituyéndolo en la diferencia de hamiltonianas y teniendo en cuenta que todas las 2n
variables elegidas ¢; y (); son independientes se llega a:

dFy O0F, OF,. OF .

. : oF,  0F . 1
igi — H — PQi + K = i i
pid Qi + 8t%78%q4+8Qf2

(

R
Di = 3qi
O
P’i —
0Q;
O
i !
\ T

Para los siguientes casos hay que seguir utilizando F y por medio de transformaciones de
Legendre se llega a los siguientes conjuntos de ecuaciones:

p

- 0R
pi = 04;

OF:
Fi(q;, Qi t) = Fo(q;, Pit) — Q: P, = -2

OF;

Qi

J2
K-f+28

\ ot

OF:
Fi(gi, Qi t) = F3(pi, Qi t) + qipi = { P = ——=>

Fi(q;,Qi,t) = Fy(pi, P, t) + qipi — Qi P =
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Por ejemplo, si ensayamos una funcién de la forma

Fz((Jz‘,Pz') =qb;

las ecuaciones de transformacidn seran:

( o0F,
i=—=—=h
b dq;
or,
Q"_aa =q;
| K=H

en este caso F, genera la transformacion identidad.

3.5. Corchetes de Poisson

Vamos a estudiar uno de los mas importantes de los llamados invariantes candnicos, es
decir, aquellas expresiones que conservan la forma bajo transformaciones candnicas. Si consi-
deramos las dos funciones:

u = u(qi,pi) v = U(Qiapi)

se puede definir el llamado corchete de Poisson de las funciones u y v con respecto a las
variables ¢ y p como:

_ % @ B ou Ov
P 0q; Op; Op; Oq

expresion bilineal antisimétrica de estructura simpléctica.

[u, v]g

Légicamente si u y v se eligen como las propias variables candnicas se tiene:

05,0 = Ipy il =0
[qj’pk] = _[pk7Qj] - 5jk

a estos ultimos corchetes se los denomina fundamentales y no se pone subindice porque valen
para todo sistema de variables candnicas. Son por tanto invariantes candnicos.

Manipulando ligeramente los corchetes de partida haciendo la variacidn sobre otras variables
candnicas se tiene:

du dv  Ou v Ju ( Ov 9Q; N Qv 0P\ Ou ([ Ov 0Q; N ov OP;
dq; Op;  Op; Og; B dq; \0Q; Ip; OP; Jp; Ip; \0Q; Ig; OP; dg;
ov (8u8Qj 8u%)+ ov (8u8Pj_ 8u8Pj)

B 9Q; \9q; Op;  Op; Iq; OP; \dq; dp;  Op; g,
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o, de forma mds compacta:

v
[u7v]q aQ] [u Q]] 717 ap [u P]
Pero por otra parte se tiene, aplicando la misma identidad anterior, que
Ju ou
[quj]__[Qjau]—_@ : _a—Pk[Qjapk]_
__Ou, __Ou
~oR. " P
ou du
[uvpj]:_[Pjau] 8@ [ jan] ap k| —
Ju ou
— L (—f) = —
an( ]k) 8@]

en donde se omiten los subindices por ser expresiones candnicamente invariantes. Pero usando-
las vemos que el mismo corchete de Poisson es un invariante canénico, ya que

0] v ou N ov Ou fu, o]
U, Vg p = — = |u,v
P o\ op) T oraQ; e
y por tanto a partir de ahora se pueden omitir los indices en todos los corchetes de Poisson.

Veremos mds adelante que existe una formulacién de la Mecanica Clasica, paralela a la
de Hamilton, formulada con corchetes de Poisson. Con esta formulacién es particularmente
sencillo el paso a la Mecanica Cudntica, mediante el llamado principio de correspondencia y
una adecuada definicidon del conmutador de operadores cuanticos.

3.6. Aplicaciones de los corchetes de Poisson

3.6.1. Ecuaciones del movimiento

Si hacemos u = H en las férmulas obtenidas en el apartado anterior se pueden poner las
ecuaciones de Hamilton como

G = |qi, H]

pi = [pi, H]
que constituyen un caso particular de la ecuaciéon de movimiento generalizada para una funcién
arbitraria f(q,p,t) ya que, con las ecuaciones de Hamilton se tiene

o of  of . of
a0 T ot
_oform  ofoH  of
© dq; 9p; Opidg; | Ot

0
.+
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De hecho se puede deducir que si f es constante del movimiento df /dt = 0 se tiene:

0
f((Lp, t) constante & [Ha f] = 6_{
con lo que se tiene que las funciones constantes del movimiento que no dependan

explicitamente del tiempo deben tener un valor de corchete de Poisson nulo con la
hamiltoniana:

f(q,p) constante B
{ f no depende del tiempo & [f,H]=0

Este hecho nos proporciona un método para buscar constantes del movimiento.
3.6.2. Teorema de Poisson

Una de las propiedades mas conocidas del corchete de Poisson es que cumple la identidad
de Jacobi:

[f:[g, k]l + g, [l A1} + [P [f, 9]} = O

Con esta identidad se pueden demostrar el llamado teorema de Poisson, que afirma que el
corchete de dos constantes es también una constante del movimiento:

{ 55}28 }@Hf,g],H] —0

3.6.3. Transformaciones canonicas infinitesimales

Se trata de considerar las transformaciones del tipo

¢ — Qi = ¢; +0g;
pi = P =pi+opi

La funcién generatriz por tanto debera diferir muy poco de la estudiada en el caso de la
transformacion identidad, es decir

Fy(qi,pint) = ¢; P + €G(qi, P, t)

en donde € es un factor infinitesimal y llamaremos a G funcién generatriz de la transformacién
infinitesimal.

Aplicando las ecuaciones de transformacién

or, 156

R — P
b dq; o anz'
0 = or, 156

oP, :qz'+€api
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lo que implica

op; = —e— 007
P ‘ Jyq;
oG ) B) 13
5q; = 2G4 B t)
oP;
Pero ademds, si nos quedamos sélo con infinitésimos de primer orden podemos poner que:
G (gi, i, t)
op; = —e—— A LB D)
P dq;
oG 1) iat
5g; = EM
Opi

Particularmente, si consideramos la hamiltoniana como funcién generatriz de la transfor-
macién infinitesimal y el parametro un cambio infinitesimal del tiempo se tiene:

OH
9

OH .
0g; = dt—— = dt ¢; = dg;
Opi
y se puede describir el movimiento del sistema como una transformacién infinitesimal generada
por la hamiltoniana. De hecho, dado que el movimiento de un sistema mecanico es una evo-
lucidn continua de transformaciones infinitesimales, la hamiltoniana es la generatriz del

movimiento del sistema con el tiempo.

Por otra parte, para cualquier funcién de las coordenadas y los momentos, u(q;, p;), se
tiene:

ou ou
ou =u(Qy, P;) —ulg;,pi) = a—q&}z‘ + 8—p5pi

que, aplicando las ecuaciones candnicas de transformacién infinitesimal vistas, se tiene:
ou 0G  Ou G
u=€|l—=——-———| =€y,
dq; Op;  Op; Og;

y en particular para el cambio en la hamiltoniana se tendria

0H = ¢[H, G|

lo que indica que las constantes del movimiento (cuyo corchete con la hamiltoniana se
anula) seran también las generatrices de las transformaciones canénicas infinitesi-
males (que dejaran invariante la hamiltoniana).

En particular las coordenadas ciclicas, cuyas transformaciones podemos poner, por ejemplo
en el caso de una g; como:
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0q; = €0;;
5]%‘ =0

definirdn como se sabe una constante del movimiento, su momento canénico conjugado, que
representard la funcidn generatriz de la transformacién infinitesimal:

G:pj

3.7. Ecuacion de Hamilton-Jacobi

La teoria de Hamilton-Jacobi se basa en encontrar una transformacion candnica de forma
que las nuevas variables nos den precisamente las 2n constantes del movimiento, es decir,
que sean los 2n valores iniciales (qo,po) en t = 0. Esto lo conseguimos exigiendo que la
hamiltoniana transformada K se anule:

. oK
Qi= 5 =0= Qi = qu
OF; dF
K=0= = L=pig—H=—
dt
P, = aK—O:>P—
i an— i = Poi

que en todos los posibles casos de dependencia estudiados para la funcién generatriz F' conduce
a la expresion:

F
H )+ — =0
(Q7p7 )_'_ at

Se acostumbra a designar por S a la solucién de esta ecuacién, llegando a la forma mas
conocida de la ecuacién de Hamilton-Jacobi:

08
H+ =2 =
+8t 0

Nétese que S, la llamada funcién principal de Hamilton, es una primitiva de la lagrangiana:

dt

pero este hecho carece de validez préctica, ya que para calcular esa integral debemos conocer
la dependencia de las coordenadas con el tiempo, es decir, haber resuelto primero el problema
mecanico que es precisamente el que intentamos resolver.

d

La ecuacién de Hamilton-Jacobi es una ecuacién diferencial de primer orden con n + 1
variables, las coordenadas y el tiempo, y por lo tanto dependerd de n + 1 constantes de
integracion. Sin embargo, como la propia S no aparece en la ecuacidn, existe la posibilidad de
sumar cualquier constante a la funcién S y seguira siendo solucién:

S solucién — S’ = S + C'te solucién
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y por tanto una de las constantes, que aparezca en forma aditiva, serd irrelevante, y la funcién
principal de Hamilton serd de la forma:
S: S(Qlu"'7Qn;a17"'7an;t)

en donde podemos suponer que se trata de una funcién generatriz de tipo F, y tomar las
constantes de integracién como las nuevas cantidades de movimiento:

P=q

y las ecuaciones de transformacién nos daran la solucién del problema mecénico:

95(q, a,t)
P
i = { q; = Qi<a767t)
L — . 6 t)
8S(q,a,t) pz pl(aa 9

Notese que la primera de las ecuaciones en el instante inicial nos relaciona las constantes
de integracién « con los valores iniciales qo; y po;-
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Capitulo 4

PRINCIPIO DE HAMILTON.
TEORIA DE CAMPOS

4.1. Introduccion

Hemos aplicado el principio extremal de Hamilton para deducir las leyes que nos engen-
draran a su vez aquellas que rigen el movimiento de los sistemas en Mecanica Clasica, en donde
las variables incégnita de los problemas eran las coordenadas ¢;(t) de las particulas puntuales.
Una vision mas general de los sistemas fisicos nos la da la Teoria de Campos, en donde las
variables dependientes a estudiar pueden ser campos en 143 dimensiones, w,(z), como los
campos electromagnético y gravitacional, densidades de carga, densidades de probabilidad,
etc.

En estas teorias la variable independiente ya no es el tiempo sino el cuadrivector x del
espacio-tiempo. Ya no hablaremos pues de intervalos temporales de integracidn sino de entor-
nos espacio-temporales de integracion. Las correspondencias principales serian:

t — xt
qi(t) — up(x)

G (1), (1), - = (), Uy (2), ..

siguiendo el convenio de usar las comas para derivar parcialmente respecto de componentes
del cuadrivector.
o »

4.2. Integral de accion

En general tendremos un conjunto de campos u,,(x) que pueden ser escalares, vectoriales,
tensoriales, espinoriales, etc. Para simplificar, vamos a considerar un solo campo u(z), que no
mermard generalidad a nuestras teorias dado el caracter aditivo de la lagrangiana.

Definimos en este caso la llamada densidad lagrangiana como la funcién:

L = Llr,u] = L(x,u, Du, DDu, ...)

33
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donde Du es el "vector’ de componentes:

D,u(zx) = a;;u(x) =u,, (z) (4.1)

(veremos que en realidad en general este objeto tendrd otras componentes n relativas a los

indices de su naturaleza y que haran que no sea un verdadero vector, pero en esta simplifica-
cién que hacemos nos valdran este tipo de consideraciones.)

Esta densidad serd un objeto local real que no dependera explicitamente de la po-
sicion x.

La lagrangiana total sera entonces la integral de esta densidad extendida al dominio de x
que define al sistema:

Lz = | &zZ(x)
R3
y la accidén tiene una expresién analoga a la de Mecanica Clasica:

g = / ‘2) / B2 (z) = / ¥ L(2)da (4.2)
R3 T

0 0
T (1)

expresion no demasiado general debido al hecho de que la separacién entre las componentes
espaciales y temporal depende del sistema de referencia. De forma mds compacta se suele
poner:

Sz/d4x.,§,”(a:) (4.3)

en donde 2 denota un volumen cuadridimensional.

4.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange

El principio de Hamilton en este caso tendra la forma:
0S = 5/ d*zZ(x) =0
Q

en donde la variacion de los campos du(z) se anulara en la superficie X de contorno
de la regidn de integracion. Una posible descripcidon para estas variaciones es:

Ty T, = Ty 4 01,
uw(z) — u'(2") = u(x) + du(x)

En general, para aproximaciones en primer orden, la variaciéon general de la accién serd
debida por una parte a la variaciéon general del lagrangiano y por otra a la variacién del
elemento de volumen debida al cambio de coordenadas. Esto no ocurre en las transformaciones
de jacobiano unidad (apéndice 7?), en las que se puede afirmar que:

0S=0<«=0Z(x)=0
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Para lagrangianos dependientes hasta primeras derivadas de los campos se tiene:

0L 0L
0¥ = %5 U+ 8u 5“”#

Como la variacién y la derivacién conmutan, se podré integrar por partes el segundo

sumando:
gt = gl = [ 0w (5 it

en donde el primer término se anula por anularse la variaciéon de los campos en el contorno,
quedando las ecuaciones de Euler-Lagrange en la forma:

0% 0L
=D, (87) =0 (4.4)

que representan un sistema de ecuaciones en derivadas parciales para cada una de las cantidades
campo.

4.4. Lagrangianos equivalentes

De nuevo aqui se cumple que lagrangianos distintos pueden dar lugar a las mismas ecua-
ciones de evolucién de los campos. Esto sucede por ejemplo para los lagrangianos que difieren

en una divergencia:
L'=2+D,V*

S’:/d4:c (& +D,V") :S+/daHV“
Q %

en donde se ha aplicado el teorema de Gauss Ostrogradsky (apéndice ??7). Como vemos la
nueva integral de accién difiere solamente en un término de superficie, quedando:

68" = 5S+/d4xDH (0VH) =0S + [0V5, = 0S5
Q
ya que las variaciones de los campos se anulan sobre las superficies limite.

Por otra parte, cuando hay mds de un campo, es posible a veces encontrar lagrangianos que
conducen a sistemas de ecuaciones de evoluciéon equivalentes y que sin embargo no difieren en
una divergencia. En este caso diremos que los lagrangianos son equivalentes no trivialmente.

4.5. Ecuaciones de Hamilton

En analogia con las ecuaciones de la Mecénica se define el momento conjugado a un campo
como

_02(it)
9u(z, 1)
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Y el hamiltoniano también, asocidndolo con la llamada densidad hamiltoniana:

H= /V HdPr = /V r(z)i(e) — L (@) d*x

Aqui debemos pararnos un momento. Tanto en el caso del hamiltoniano como en el an-
terior del lagrangiano en teoria de campos, debemos interpretar estas cantidades mds que
como funciones como funcionales que actuan sobre funciones- de esta forma H habria que
interpretarlo como H[u, 7], y cuando derivamos estas cantidades respecto a sus argumentos
en realidad lo que estamos haciendo son derivadas funcionales ¢ del tipo:

OH(t) i 1 O0H(t)

Su(Z, ) svisodVi dul

De esta forma las ecuaciones de Hamilton en teoria de campos quedan

., O6H() o
*le) = _5u83:) ~ Ou(x)
_ OH(t o

-~ on(x) - on(z)

4.6. Corchetes de Poisson

De la misma forma que en la teoria mecdnica, en este caso si una funcional concreta F'[u, 7]
no depende explicitamente del tiempo se tiene como definicién de los corchetes de Poisson:

: _ 0FO0H O0FO0HY\ 4
P = F Hlux = /v (5u o om 5u) ¢

Si escribimos

las derivadas funcionales son
ou(¥,t)  om(Z,t)
Su(#,t)  om(a,t)

Este resultado nos permite calcular por un lado las ecuaciones de Hamilton en funcién de
los corchetes de Poisson:

=60 (& - &)

SH

w1 = 5 i = [u, H]
=< .

[W,H]:_% {W:[”vH]

y por otro derivar las relaciones fundamentales de conmutacién, que retomaremos en teoria
cudntica de campos:
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—7)

7, )]:5 (z
[(f )77T(f,>t)]20

Teniendo en cuenta que los campos pueden estar expresados en una representacién de un
grupo de simetria interno GG estas expresiones se deberan ampliar a
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Capitulo 5

TEOREMA DE NOETHER

5.1. Introduccion

En el contexto de la teoria de campos, e influenciada por su formacién matemdtica en
teoria de invariantes, Emmy Noether (1882-1935), propuso en 1918 el que probablemente es
uno de los teoremas mds bellos de la fisica-matematica. Viene a ser en el contexto continuo
el andlogo a las comentadas coordenadas ciclicas y cantidades conservadas en Mecanica.

Para el desarrollo de este teorema utilizaremos un principio que veremos en muchas ocasio-
nes a lo largo de estos apuntes, consistente en suponer ciertas condiciones generales que deben
cumplir las leyes fisicas. Este principio, llamado de covariancia o invarianza de forma, afirma
que las leyes de la naturaleza deben tener la misma forma en todos los sistemas de
referencia equivalentes. Esta es la formulacién mas general del principio y en cada teoria el
experimento nos dara el conjunto de sistemas de referencia que en efecto son equivalentes, que
en general estaran relacionados unos con otros por las transformaciones debidas a las simetrias
del sistema.

5.2. Teorema

Teorema 5.2.1. (Noether) A toda transformacion continua de las coordenadas o/y los
campos que deje invariante la accion en un volumen cuadridimensional le corresponde
una corriente conservada j* en la evolucion que cumple D, j* = 0.

Dem: Si consideramos el conjunto de transformaciones de punto y de campo:

Ty T, = 2y 4 0T,
u(z) = u'(z) = u(z) + dou(z) (5.1)
uw(z) = u'(2') = u(x) + du(z)

en donde ponemos subindice o a la variacién del campo en un punto particular. Inducida se
tiene la variacién correspondiente de la lagrangiana:

/

ZL(u(z), uu(r)) = L' (u'(2"), u,(27))

39
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Si suponemos la covarianza del lagrangiano, éste presentard la misma forma funcional para
las cantidades transformadas que =para las cantidades originales, es decir:

/ / / / /
LW ,) = LW d),)
Otra de las suposiciones del teorema es la invarianza de escala, es decir, que la magnitud
de la integral de accién sea invariante ante la transformacién:
!/
S'=S
estas dos Ultimas condiciones reflejan las propiedades de simetria para coordenadas ciclicas ya

vistas con anterioridad.

Combinando las dos Ultimas ecuaciones se tiene:

LW ! )d ' — / ZL(u,u,)d'z =0
Q

Q/
o bien, como la 2/ serd muda:

LW )dre — / Llu,u,)dz =0
0

Q/
que, haciendo simbdlicamente €)' = ) + dx, se puede poner como:

/ (2 ) — L(uuy,)] de+ [ LW W,)d e =0
Q

oz
que en primer orden se convierte en:

/Q [g(ulvufu) — Z(u, uu)} d*z + [62.L (u, u,)ly =

= /Q {2 ,) — ZL(u,uy) + DL (u,u,)dz"]} d*z =0 o2
Por las ecuaciones de transformacién (5.1]) podemos poner en primer orden:
u'(x) = u(z) + dou(x)
LW ,) = 2L (u,u,) + %;fcku + 27'2:5024“ (5:3)

como el subindice o representa un cambio en un punto fijo va a conmutar con la derivacién
espacial, y tenemos:

P 07 07
.ﬁf(u 7u”u,) - ip(U,u’H) = a—u(sou + aT#Du&)u
o utilizando las ecuaciones de campo de Lagrange (£.4):
0L 0L 07
"l — =D —D =D, |+—
Z(u ,u#) L(u,u,) L (814,#) Oott + P, 100U L {8%1 50u]
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con lo que la condicién de invariancia (5.2)) queda:

/ D, [%&,u + 5:1:“.,2”] d'z =0
Q 3u7u

que tiene la forma de una ecuacién de corriente conservada. Si definimos:

jh = %&,u + ot L
ou

Con lo que el teorema de Noether se expresa en primer orden como:

WS = / d*zD,j" =0
Q

41

(5.4)

(5.5)

o bien aplicando el teorema de Gauss, para campos que satisfagan las ecuaciones de Euler-
Lagrange, la variacién general de la integral de accidén en primer orden se reduce a una integral

de superficie:

s 8 = / do,j" =0
b

o bien directamente en su forma diferencial, la llamada ley de conservacién:

D,j" =0

(5.6)

(5.7)
]

Hay que hacer notar que la corriente j* no estd univocamente definida ya que es posible

sumarle una corriente C*(x) conservativa trivial de forma que D, C*(z) = 0.

Estas relaciones generales puramente matematicas nos permitiran en lo que sigue obtener

resultados fisicos de gran interés.
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Capitulo 6

TRASLACIONES. TENSOR
ENERGIA-MOMENTO

6.1. Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar el origen del Tensor Energia-Momento que nos llevard
a tratar de forma general las dos leyes de conservacién relacionadas con las simetrias tras-
lacionales, la del momento lineal y la de la energia. Este dltimo concepto lo veremos como
invariante del movimiento relacionandolo con la llamada funcién hamiltoniana. Probaremos
también formalmente el conocido hecho de que la energia de un sistema aislado se conserva.

6.2. Tensor Energia-Momento

6.2.1. Forma candnica

A partir de las ecuaciones (0.I)) podemos definir una traslacién infinitesimal € como el
conjunto de transformaciones de punto y de campo siguientes:

ot =o't — =t

du(z) = u'(2') —u(x) =0 (6.1)

Por otra parte podemos relacionar esta variacién general del campo con la variacién en
cada punto por medio del desarrollo infinitesimal:

du(z) =u'(x + dx) — u(x) =

= u'(2) + [Dyu/ (2)]e" + O(e?) — u(z) =

= dou(x) + [Dy' ()] + O(?) =

= dou(z) + [Dy(u(z) + dou(z))]e” + O(e?) ~
~ dou(z) + u ,(x)e”

(6.2)

que representa el hecho de que la variacién de los campos en cada punto puede ser debida a
una variacién intrinseca de los campos independiente de las coordenadas o consecuencia de
una transformacion de las mismas.
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Como en este caso los campos no varian se tiene sélo la variacién en cada punto que sobre
estos induce la traslacién:
- _ p
dou(x) = —u () (6.3)

y la corriente conservada segtin la férmula (5.4]) del teorema de Noether sera:

gt = gz(—u,us“) +et¥ =
o (6.4)
<&$ v )
=—tv|g, W Z
p

Definiendo el llamado tensor candnico de energia-momento de segundo orden como:

oM = gzu”’ - (6.5)

U

queda el teorema de Noether en su forma diferencial como:

D,0"(z) = 0 (6.6)

expresion que representa n leyes de conservacién, p = 0,1,2 y 3 para el caso n=4 cuadridi-
mensional.

Con este tensor se puede calcular la energia y el momento en cualquier volumen tridimen-
sional:

wz/@w% (6.7)
Z/

en particular para voliimenes de tiempo constante:

P’ = /R 3 0" (z)d*x (6.8)

en donde ©% recibe el nombre de densidad de energia-momento, siendo P” un cuadrivector
que representa la energia del sistema (cP) y los momentos totales del sistema (P7). El resto
de componentes espaciales se relacionan con las presiones del sistema.

Hay que hacer notar que la conservacién de ©* se puede deducir también a partir de las
ecuaciones de Euler-Lagrange (4.4):

0L 0L Ou 0L Ou

bz Oxt * ou O+ * ou Ozt

0% (0N 0z 5o

N (’390“ /\au,,\ u’“ 8u7)\u”\“ N ( ’ )
0L 0L

== % + D)\ <8T’/\u7u)

y, por tanto
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0Z

DY = - —
A oz,

(6.10)

En resumen, una condicién suficiente para que exista un P” (energia-momento) conser-
vado es que .Z no dependa explicitamente de las coordenadas, en cuyo caso las corrientes
conservadas son las ©#”.

6.2.2. Forma simétrica

En general el tensor canénico de energia-momento no es simétrico, lo que como veremos
conlleva que en esta forma no se pueda usar como fuente del campo gravitatorio. No obstante,
existe una técnica general de simetrizacién debida a Belinfante que aprovecha el hecho de
que este tensor no es Unico, y se puede construir otro tensor equivalente al anterior que dé
lugar a la misma Fisica.

En efecto, si al tensor candnico le afiadimos una divergencia de un tensor de tercer orden
9> (z) antisimétrico en los dos primeros indices y tal que 6% (x) se anule en el infinito
tridimensional:

TH = @M + DM (6.11)

se podra elegir convenientemente este nuevo término de forma que el nuevo tensor sea simétri-
co.

Veamos que en efecto este nuevo tensor representa las mismas propiedades fisicas, es decir,
también es conservado y nos da la misma energia y momento totales:

1) D,T" =D, 0" +W, ya que el segundo término se anula por la antisimetria de
los dos primeros indices.

) PY(T) = / do,T" = P"(©) +W, ya que el segundo término se anula por

b
la condicién de contorno impuesta.

6.3. Homogeneidad del tiempo. Energia

6.3.1. Sistemas libres

Cuando la lagrangiana no depende explicitamente del tiempo se puede desarrollar en serie

en la forma:
dL B oL . n oL .

utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange se puede poner como

dL _d (9L\ . 0L _d (0L,
dt  dt \ 9g; ¢ a4 T dq; &
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d (0L
i (Gra-r) =

luego, recordando la definicién de momento generalizado (2.9)), la cantidad:

o bien

‘H =pig— L= cte‘ (6.12)

llamada hamiltoniano, funcién hamiltoniana o, a veces, energia del sistema, se conserva en la
evolucion.

Recordemos que en el caso de un sistema libre cuyas transformaciones no dependen del
tiempo la lagrangiana era la forma cuadratica:

1 ..
L= §Mz’jQin

que arroja la siguiente expresién para el momento generalizado:
Di= o~ = M;;q; (6.13)
Por tanto, la expresidn de la energia de un sistema de particulas libres serd, segiin (G.12)):

1
H=T=M;jgj—L=2L—L=-=

2Mij6ji6jj

y la lagrangiana misma del sistema se conservara. A esta hamiltoniana particular se la conoce
con el nombre de energia cinética, T, por ser una cantidad conservada que sélo depende de
las velocidades generalizadas y las masas del sistema.

Hay que tener en cuenta que la funcién H no siempre coincide con la energia fisica del
sistema, aunque por abuso del lenguaje se le llama energia por ser una cantidad conservada.
En estos casos la verdadera energia E no se conserva, y suelen coincidir con sistemas que no
estan verdaderamente aislados y son rehdnomos (sus ligaduras dependen del tiempo). En ese
caso T' =Ty + T1 + T5 y se tienen las expresiones:

P = My, + Mq;

[
H= §Mz‘j%q]' — My

en este caso la invariante H se denomina integral de Jacobi o de Jacobi-Panlevé.

6.3.2. Sistemas con interaccion

Como se ha dicho, en la mayoria de los casos en Mecanica los sistemas con interaccion se
pueden definir con una lagrangiana con la forma:

L="1T(q,4) —Ul(q,q) (6.14)
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Usando la definicién de hamiltoniano (G.12)) se obtiene:

1 . oU
H = §Mz’jQin +U — My — qﬁ—q'i
expresion que, suponiendo que la funcién U no depende de las velocidades (caso de sistemas
conservativos), y que las ecuaciones de transformacién de coordenadas no dependen del tiempo
(sistema esclerénomo), se reduce a la famosa:

H(q,q) =T(¢) +Ulq) (6.15)

que coincide con la energia del sistema. De ahi que al término U se le conozca también
como energia potencial, por ser una cantidad normalmente relativa a las coordenadas de las
particulas.

6.4. Homogeneidad del espacio. Momento lineal

A partir de las ecuaciones de Lagrange ya vimos que para cada coordenada ciclica o
ignorable existia un momento candnico conjugado conservado:

y vimos que en el caso de coordenadas generalizadas este momento tendria la forma:
pj = Mj + Mjigi
que en sistemas de referencia no dependientes del tiempo conservaria sélo el segundo término.

Para las coordenadas fisicas, este momento toma la forma familiar:

p; = mr; (6.16)

o bien, la mas conocida, como vector

T =mv (6.17)

Esto constituye también una forma de definir los sistemas de referencia, dado que, respecto
a un sistema de referencia arbitrario, el espacio seria no homogéneo, es decir, que aunque un
cuerpo no interactlie con ningun otro, sus distintas posiciones en el espacio no serian mecani-
camente equivalentes.

El hecho de buscar sistemas de referencia en donde esto no ocurra es la razén por la
cual la lagrangiana no deberia contener el vector posicién, y vemos asi que de esta premisa,
homogeneidad del espacio, hemos deducido de nuevo una ley de conservacién, la del momento
lineal.
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EL SUENO DEL RELOJERO
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o1

Una inteligencia que en un momen-
to determinado conociera todas las
fuerzas que animan a la naturaleza,
asi como la situacién respectiva
de los seres que la componen, si
ademas fuera lo suficientemente
amplia como para someter a anali-
sis tales datos, podria abarcar en
una sola férmula los movimientos
de los cuerpos mds grandes del
universo y los del atomo mas
ligero; nada le resultaria incierto
y tanto el futuro como el pasado
estarian presentes ante sus 0jos.

(Laplace 1795
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Capitulo 7

MECANICA

7.1. Introduccion

La Mecanica es la parte de la Fisica que estudia e/ movimiento de los cuerpos mediante
el andlisis de sus causas (fuerzas) en términos matematicos. En los albores de la Fisica,
desde los griegos (Aristételes, [Euclides, Pitdgoras, Arquimedes) hasta el final de la Edad
Media (Copérnico, [Kepler, |Galileo)), el estudio del movimiento se habia centrado mas bien
en la Cinemdtica (con la posible excepcién de Arquimedes), es decir, la simple descripcién
del movimiento en términos de geometria. Todo esto cambia con lIsaac Newton.| A partir de
Newton, existe la posibilidad de predecir el movimiento de los cuerpos.

7.2. Leyes de Newton

7.2.1. Particula puntual. Vectores de posicion, velocidad y ace-
leracién

La descripcién del movimiento de un punto material o particula se da mediante la especi-
ficacién de una funcién vectorial del parametro tiempo ¢. Dicho pardmetro tiene un cardcter ab-
soluto (es independiente del sistema de referencia; véase la seccién [Principio de relatividad de Galilel]).

r(t) = (z(t),y @), z() (7.1)

En esta idealizacidn, los sistemas fisicos son puntos matematicos, y por tanto carecen de
estructura interna. Su estado en todo momento estd dado por las proyecciones sobre unos
ejes cartesianos de referencia: x (t), y (t), z (). Si conocemos estas tres funciones para todo
instante de tiempo, entonces conocemos toda la historia del sistema. Esta descripcidn es
demasiado optimista: normalmente uno no conoce de partida la historia de un punto material
(su posicién para todo t).

Pero supongamos por un momento que ya hemos resuelto el problema dindmico y cono-
cemos la trayectoria del punto material, 7 (). Los vectores de velocidad y aceleracién en cada
instante ¢ se definen como las sucesivas derivadas temporales:
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v(t) = T = (@ (1),9 (1), £ (1) (72)

aty =20 0 _ Gy .20 (7.3

Las leyes de Newton garantizan que no sea necesario conocer de partida las variaciones
temporales de orden arbitrariamente alto de estas funciones coordenadas, bastando especificar
la posicién y velocidad iniciales del punto material para reconstruir el movimiento completo.
Esto es debido a que una relacién entre fuerza y aceleraciéon nos permite ir mas alld de
una mera definicién sin mas a una verdadera herramienta matematica predictiva mediante la
especificacién de una ley de fuerza, F = F' (r).

Las leyes de Newton son:

|. Toda particula libre permanece en reposo o se mueve con movimiento
rectilineo y uniforme (a velocidad constante):

F =0 = v = const. (7.4)

[l. La fuerza sobre una particula es el producto de su masa inercial por la
aceleracion de la misma:
F =ma (7.5)

[11. Principio de accidn y reaccién: La fuerza que ejerce la particula 1 sobre la
particula 2 es igual en magnitud y opuesta en direccidn a la fuerza reciproca)
y se sitla en la linea que une ambas.

F12 = —F21 (76)

Observaciones:

(i) La ley () es una consecuencia inmediata de la Il, y la ley Ill viene a ser viene a ser una
expresion de que el sistema compuesto por dos subsistemas 1y 2 nunca produce una fuerza
neta como resultado de fuerzas mutuas: F'y5 + F'5; = 0, con lo que es la expresién de la ley |
para el sistema compuesto 1+2.

(ii) La masa inercial asi definida no tiene nada que ver con la llamada masa gravitatoria,
que define el acoplamiento gravitatorio de dos cuerpos por medio de la ley de Gravitacion
universal:

!/
mem
g
F=-G— e, (7.7)
2
r
def | . . . .,
(donde e, = T es el vector unitario en la direccién que une los centros de masa de ambos
cuerpos y va de m;, a m,, el cuerpo cuyo movimiento estamos considerando.)
Es una ley fisica llamada Principio de Equivalencia la que afirma que ambas masas son
proporcionales: m, = Am con una constante universal A\ que las relaciona. Por ser universal,
esta constante siempre se puede elegir como la unidad, con lo que se justifica el nombre de
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masa para ambos parametros. Si esto no fuera asi, la cantidad m, en (7)) nunca se habria
llamado masa, sino probablemente carga gravitatoria.

(iii) Si conocemos la ley de fuerza, que en su forma mds general adopta la forma F =
F (r,v,t), entonces es posible plantear el problema dindmico como una ecuacién diferencial:

d?r

Mmooy = F (r,v,t) (7.8)

Esta ecuacién puede siempre resolverse con datos iniciales r (o) y v (¢y) al menos en un
intervalo y siempre que la funcién F' sea suficientemente regular (basicamente que la funcién
F sea diferenciable en torno a la condicién inicial).

7.3. Energia y momento lineal

Siempre es posible en principio reducir el estudio de un sistema mecanico a la resolucién
de las ecuaciones de Newton. Sin embargo, en muchas ocasiones resulta conveniente hacerlo
mediante el uso de cantidades conservadas; es decir, ciertas funciones de las coordenadas y
las velocidades que se mantienen constantes en el curso de la evolucién, de la forma:

f1(7°1,"°27"' y TN, VU1,V 7'UN)

fo (7“1,”“2,"' y TN, VU1, U2, 7'0N)

0
0

Si existiera un numero suficiente de tales funciones, el movimiento estaria determinado
para todo t. Si el sistema es auténomo (el tiempo no aparece explicitamente en la dindmica,
sino solo implicitamente en las coordenadas y velocidades) bastard un nimero 6N — 1 de
tales condiciones para resolverlo. En general, el movimiento de los sistemas dindmicos no es
resoluble de esta forma, pero si asi ocurre se dice que el sistema se ha reducido a cuadraturas.

Esta es una lista de las cantidades conservadas que aparecen en mecdnica con mas fre-
cuencia, tres de ellas fundamentales o universales y otras dos mas exdticas:

Momento lineal (universal)

Energia (universal)

Momento angular (universal)

Virial

Vector de Runge-Lenz

Las tres primeras son universales. La 4% es una cantidad conservada de los gases ideales y de
cualquier sistema que sea invariante bajo dilataciones, y la 5% es una cantidad conservada en
potenciales centrales, como el problema de Kepler o el &tomo de hidrégeno.
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7.3.1. Momento lineal de un punto material
Definimos el momento lineal de una particula como el producto de su masa por su velocidad:

def

p = mu (7.9)

7.3.2. Trabajo

Se define el trabajo ejercido por la fuerza F' para llevar la particula del punto de coordenadas
71 al punto de coordenadas 7, como:

def "
mgé—/ F.dr (7.10)

Observaciones:

El trabajo depende en general no solo de los puntos inicial y final, sino de la trayectoria
seguida para ir de uno al otro.

Si varias fuerzas acttian a la vez sobre una particula material, la definicién se puede extender
aditivamente, de forma que el trabajo total (trabajo realizado por la resultante) es igual a la
suma de los trabajos individuales realizados por cada una de las componentes.

En algunos textos se encuentra la expresion “trabajo ejercido contra la fuerza F", para
dar cuenta del signo negativo en ([CI0). Esta distinciéon puramente filoséfica es en realidad
innecesaria, pues el signo se reduce a una cuestién de convencién, y cuando las fuerzas son
conservativas (véase mas adelante) no tiene en realidad interés distinguir quién realiza la fuerza.
Hemos de decir, no obstante, que la eleccién de signo en ([ZI0]) es universal.

7.3.3. [Energia cinética

La energia cinética de una particula puntual se define como:

of 1
K def —mu?
2

(7.11)

def
donde v* = v - v = v} + v} + v?

7.3.4. Enmergia potencial. Fuerzas conservativas. Teorema de con-
servacion de la energia
Hemos dicho anteriormente que el trabajo depende del camino que recorre la particula para

ir de un punto a otro. Denotando dicho camino por I', en realidad deberiamos haber escrito
la definicion de trabajo en términos de su verdadera dependencia:

ng—/Fdr
r

Tiene sentido preguntarse por la existencia de campos de fuerza para los cuales esta integral
de linea sea especialmente simple, en particular dependa solo de los puntos inicial y final. El
teorema matematico que garantiza esto se llama teorema del gradiente, que asegura que si un
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campo vectorial F' tiene integral de linea nula sobre cualquier trayectoria cerrada, lo que se
representa:

%F-d’rzo (7.12)

entonces F' puede escribirse como el gradiente de un campo escalar V:

F=-VV(r) (7.13)

(de nuevo el signo negativo es una convencién.)
Observaciones:

7.3.5. Teorema de conservaciéon de la energia mecanica

Supongamos que una particula puntual se mueve desde una posicién r; hasta una posicidn
r9 bajo la accién de una fuerza conservativa. Usando la definicién de trabajo y (T.13):

WLQ:—/ F'dT:V(T’2>—V(T1):
T1

72 L) 2
= — md—v-dr:— md—r-d'v:—m/v-d'v
dt dt 1

1 T1

2
:—m/ vdv = K| — K
1

Por lo tanto:
Lo Lo
™M +V(r) = M2 +V (ra) (7.14)
La cantidad £ & tmv? + V (r) se llama energia total (mecanica) de una particula

puntual en un campo conservativo de energia potencial V' (7). La hemos deducido para dos
puntos arbitrarios de la trayectoria. Demostremos la version continua; es decir, que la derivada
temporal de la cantidad:

1
E = §mv2 +V (r) (7.15)

es nula. En efecto:

d d (1 : .
@E—£<§mv +V(T)) =mv-v+VV.pr=

=v.p+VV.r=v-F—F-v=0

que corrobora el resultado obtenido punto a punto.
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7.3.6. Momento angular. Teorema de conservacién del momento
angular

El momento angular de una particula masa m, posiciéon r y momento lineal p se define
como:

LErAp  (7.16)

Para una particula libre, no solo el momento lineal p es una constante. También lo es la
combinacién de las coordenadas y el momento lineal definida en (.I6]). En efecto:

iL: i(r/\p):v/\varr/\ip
dt dt dt

El 1°" término es cero por ser el producto vectorial de dos vectores proporcionales, y el
segundo lo es por ser p = F = 0 (particula libre).

Existen casos en que se conserva el momento angular aunque la particula esté sometida a
una fuerza. Un ejemplo es el problema de Kepler (un planeta en érbita gravitatoria alrededor

del Sol). La fuerza en este caso es F' = —G"™5%e,, con lo que tenemos:

Aqui la conservacién del momento angular se debe a la existencia de una simetria en el
problema, y es comin a todos los campos de fuerzas centrales, ya que lo Unico que hemos
utilizado es la perpendicularidad entre F' y r. Esta es una caracteristica general de todos los
sistemas dindmicos lagrangianos: la existencia de una simetria continua implica la existen-
cia de una funcién de coordenadas y velocidades que se mantiene constante (constante del
movimiento; véase Teorema de Noether).

Ejemplo: Problema de Kepler

Leyes de Kepler:

K1. La érbita de todo planeta es una elipse, con el Sol situado en uno de sus focos.

K2. La linea que une un planeta con el Sol barre dreas iguales en tiempos iguales

K3. El cuadrado del periodo orbital de un planeta es directamente proporcional al cubo del
semieje mayor de su drbita.

La 22 ley de Kepler es en realidad, como hemos dicho, la conservacién del momento angular.

En efecto, el drea que barre dicha linea por unidad de tiempo es %r% = %TQW = const. Pero
1.2, |1 — |1 _MP’_’L}
W = ’27‘/\(7‘/\‘0)} _ }27’/\”’ o } 2m |~ [ 2m

La 3% ley depende especificamente de que la fuerza es del tipo oc 72 (inversa del cuadrado).
Suponiendo érbitas circulares para simplificar, dado que w = %’T podemos escribir:

mu? mme r?w? me r* Gmg

— = — =
r r r 72 T2 472

donde hemos partido de la identificacidn entre fuerza centripeta y gravitatoria y el resultado
indica que la proporcién entre el cubo de la distancia y el cuadrado de los periodos no depende
de las condiciones iniciales, y por lo tanto es la misma para cualquier objeto astronémico en
una érbita circular.
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7.4. Principio de relatividad de (Galilei

Al escribir las ecuaciones ([.4]), (Z.5)) y (Z.6)) podiamos habernos preguntado en qué sistema
de referencia son validas. Es obvio que el concepto de particula libre definido por estas leyes
no cambia si nos vamos a un sistema de referencia que a su vez se mueve con velocidad
constante respecto al 1°" sistema en el que estas leyes se suponen vdlidas, pues su velocidad
seguird siendo constante. Si las coordenadas de la particula en dicho sistema inicial .S de origen
O son x, y, z, las correspondientes a un sistema S” con origen O" que se desplaza a velocidad
constante v respecto al primero en la direccidn positiva del eje de las = se transforman segtn
las:

7.4.1. Transformaciones de Galilei

Fue Galileo Galilei el primero en preguntarse cémo correlacionan los distintos observadores

las leyes fisicas tal como las perciben en su cuadro de referencia en su famoso experimento mental
del barco en 1638:

Encerraos con un amigo en la cabina principal bajo la cubierta de un barco grande, y llevad con vosotros
moscas, mariposas, y otros pequefios animales voladores [...] colgad una botella que se vacie gota a gota en un
amplio recipiente colocado por debajo de la misma [...] haced que el barco vaya con la velocidad que querdis,
siempre que el movimiento sea uniforme y no haya fluctuaciones en un sentido u otro. [...] Las gotas caerdn
[...] en el recipiente inferior sin desviarse a la popa, aunque el barco haya avanzado mientras las gotas estan
en el aire[...] las mariposas y las moscas seguirdn su vuelo por igual hacia cada lado, y no sucederd que se
concentren en la popa, como si cansaran de seguir el curso del barcol.. ]

Dialogos sobre los dos maximos sistemas del mundo
GALILEO GALILEI

La observacién anterior que Galilei pone en boca de Salvatius se expresa matematicamente
como:

y =y
2 =z
=t

Es decir, la lectura que ambos observadores en movimiento relativo uniforme hacen de las
coordenadas (obsérvese que incluimos el tiempo como una coordenada mds) se reduce a la
adicidon de un “término de arrastre” proporcional al tiempo transcurrido, que ha de contarse
igual en ambos sistemas de referencia (véase fig. [[I]). Si v tiene una direccién arbitraria,
pueden escribirse de forma mas general como:

r=r—ot

Y por ultimo, si ambos observadores se diferencian ademas en un cambio de orientacién
(rotacién) constante de matriz de rotacién R;; y una traslacién constante que indica su separa-
cidn vectorial en el instante t=0, sus observaciones de las coordenadas se relacionan mediante
la expresién mas general de un elemento del grupo de Galilei (véase mas adelante).


http://es.wikipedia.org/wiki/Galileo_Galilei
http://es.wikipedia.org/wiki/Experimento_mental
http://www.webexhibits.org/calendars/year-text-Galileo.html
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v

Figura 7.1: Las observaciones de la coordenada x leida por los observadores O y O se
diferencian en un término que aumenta proporcionalmente al tiempo.

Es inmediato ver que la 2% ley de Newton sigue cumpliéndose si decretamos que tanto

la masa como el vector de fuerza no cambian bajo las transformaciones de Galilei; esto es,
F'(r')=F(r):

d%r' d? d*r
gz =~ Mg (T v =mog

F(r)=F'(r')=m

7.4.2. Grupo de Galilei

Las transformaciones mas generales que preservan las ecuaciones de Newton constituyen
un grupo. Un elemento cualquiera del grupo de Galilei estd caracterizado por 9 pardmetros
reales, y la transformacién mas general de este tipo se da en términos de una rotacién (3
pardmetros) y un desplazamiento del origen de coordenadas a velocidad constante (otros 3
pardmetros), a los que se afiade una traslacién arbitraria fija del origen de coordenadas, 7, y
se escribe:

r = Rr —vt+ 7

Veamos que en efecto esta ley de transformacion constituye un grupo.

r=Rir—vit+nr

r" = Ror’ — vot + 1y
La composicién de las dos transformaciones de pardmetros respectivos (Ry,vi,71) y
(Rs, v, 72) estd dada por:
" = Ror' — vt + 79 = Ry (Ri7 — w1t + 71) — Vot + 19 = RoRy1 — Royv1t + Rory —vot + 72

La composicién da unos valores para los pardmetros de rotacién R;;, arrastre o boost v y

ijo
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traslacién constante rg:

R=RRy
UV = _R2U1 — U2

ro = Ror1 + 73

La inversa de una transformacién galileana de parametros (R, v,r() es la transforma-
cién de pardmetros (Ril, — R, —R'l'ro). La transformacién identidad tiene los pardametros
(I,v=0,79 =0), donde I representa a la matriz identidad.

7.5. Limitaciones a las leyes de Newton impuestas
por la electrodinamica

Antes de llegar a las limitaciones mas fundamentales que llevaron a la formulacién de la
Mecanica Cudntica, la mecdnica newtoniana se topd con diversas dificultades que llevaron
a Einstein, Lorentz, Poincaré y Minkowski a construir la Teoria Especial de la Relatividad,
que es el marco geométrico en el que se encuadra la electrodinamica. Sorprendentemente, la
generalizacién de todos los conceptos dindmicos, como fuerza, energia o momento lineal es
casi inmediata. Incluso la ley del movimiento (la segunda ley de Newton) sobrevive a esta
generalizacion.

Existen varios conceptos y principios en la mecanica de Newton que han resultado ser
obstaculos irresolubles para cualquier descripcién que pretenda ser mas detallada o menos
ingenua de la realidad fisica debido a simplificaciones excesivas que solo con el paso de varios
siglos llegaron a solventarse, al menos parcialmente. Los mds relevantes son:

» Autofuerza: La fuerza que ejerce una particula sobre si misma no es estrictamente nula.
Es necesario algln tipo autofuerza para explicar la reaccién de la radiaciéon. Dado que un
electréon acelerado radia ondas electromagnéticas, es necesario que se frene espontdnea-
mente para dar cuenta del hecho obvio de que no puede radiar indefinidamente. Este
problema lo trata rigurosamente la Electrodinamica Cuantica.

= Propagacion de las interacciones a velocidad finita: El principio de accién y reaccidn
requiere que una particula detecte instantdneamente el cambio de posicién de otra que
se halla en su presencia para que el balance entre accién y reaccién se mantenga todo
el tiempo. Este problema lo trata rigurosamente la electrodindmica al incluir el campo
electromagnético en el balance de las cantidades conservadas. De forma mds rigurosa
y consistente con nuestro conocimiento actual de las leyes fundamentales de la Natu-
raleza, que no pueden ignorar la Mecanica Cuantica, este problema es resuelto por la
Electrodinamica Cuantica.

= La rigidez de los solidos es incompatible con la causalidad relativista. En efecto, para
que las distancias se mantengan constantes en presencia de interacciones que tienden
a desplazar los cuerpos como un todo, una repentina aceleraciéon de una de sus partes
tendria que propagarse a velocidad infinita a través del cuerpo para que se acelere como
un todo consistentemente con la ligadura de distancia constante.


http://es.wikipedia.org/wiki/Albert_Einstein
http://es.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Antoon_Lorentz
http://es.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
http://es.wikipedia.org/wiki/Hermann_Minkowski
http://fisicafundamental.net/sintesis/qed.html
http://fisicafundamental.net/ruptura/postulados.html
http://fisicafundamental.net/sintesis/qed.html
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= E/ concepto de particula puntual es inconsistente con la electrodinamica. En realidad,
ningin modelo de particula rigida es consistente con las simetrias de la electrodinamica.
En un primer intento de resolver este problema, podria pensarse que lo mas natural es
suponer que el electrén (y cualquier particula elemental, por el mismo motivo) es una
especie de sustancia continua con propiedades eldsticas. Henri Poincaré traté de dar
base matematica a esta imagen mediante su modelo de electrén extenso con fuerzas
de cohesién interna (llamadas fuerzas de Poincaré), pero la imagen correcta segiin los
principios cuanticos es que la entidad matematica que representa al electrén es lo que
se llama un campo cuantico relativista, el paradigma tedrico sobre el que se basa la
moderna Teoria Cuantica de Campos.


http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_cu%C3%A1ntica_de_campos#Campos_cu.C3.A1nticos
http://fisicafundamental.net/sintesis/qft.html

Capitulo 8

SISTEMAS DINAMICOS

8.1. Sistemas de particulas. Sélido rigido y mecanica
del continuo

Hasta ahora hemos hablado tinicamente de la dinamica de puntos materiales o particulas
puntuales.

Reduccionismo mecanico:

Principio del reduccionismo mecénico: Es posible dividir un sistema fisico en subsistemas
mds pequefios identificando los términos correspondientes de fuerza y posicién (y de estos
altimos, los derivados de velocidad y aceleracién) sobre las partes constituyentes correspon-
dientes.

8.1.1. Centro de masa de un sistema de particulas

Consideremos un sistema de NN particulas materiales, de vectores de posicion respectivos
r1(t), o (t) -+, rn (t). Se define su centro de masa como:

N
oy 2=t T (8.1)

Zi:l my

Es decir, el centro de masa no es mas que la media ponderada vectorial de las posiciones de
cada una de las particulas que integran el sistema. Dicha media esta ponderada en proporcién
a la masa, de tal manera que si duplicamos la masa de una de las particulas, contribuird el
doble en el nuevo promedio.
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8.1.2. Momento lineal, energia y momento angular de un siste-
ma de particulas

N
P:Zmivi
N )
225 +ZV(eXt (r; —l—ZVzJ ri —75l)

,j=1
L:Zm/\pi
=1

8.1.3. Fuerzas exteriores y fuerzas internas. Dinamica del centro
de masa

Para un sistema de particulas, supongamos que podemos distinguir para cada particula la
fuerza exterior ejercida por ciertas interacciones externas FgeXt) y las fuerzas mutuas que se
pueden agrupar en pares F';;. F';; se lee como “fuerza ejercida por la particula j-ésima sobre
la particula i-ésima. La 32 ley de Newton para la particula i-ésima se escribe:

d2'l"‘ (ext) N
j=1
Sumando en ¢:
N
(ext)
> ms ZF LY,
i=1 1,j=1
Pero en la suma Z” 1 Fji, y para cualquier eleccién del par ¢, j tenemos un término

correspondiente con los indices permutados. Es decir:

N N
ZFjiZ Z(Fji+Fji)=0
ij=1 1=i<,j

Un corolario inmediato de la 32 ley de Newton es que no existen las autofuerzas; es decir
F;; = 0. Véase la seccién |Limitaciones a las leyes de Newton impuestas por la electrodinamical
. N . s
Si llamamos > ;" , m; = M (masa total del sistema de particulas), entonces:

N @ d’r
1 CM
;:1 m;—— I = dt2 E m;r; | = M'PCM =M e
Por lo que se deduce:
2 LA
M d";(;M :j :Fge t) (83)
i=1
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que es la segunda ley de Newton aplicada al centro de masa del sistema y donde las fuerzas
internas han desaparecido y el término F' que aparece es la resultante de las fuerzas exteriores.
Este teorema es el que justifica que a cierto nivel de descripcién podamos olvidarnos de la
estructura interna de los sistemas mecanicos y estudiar su movimiento como un todo.

Existe un resultado paralelo para el momento angular. Multipliquemos la ecuacién de New-
ton para la particula i-ésima vectorialmente por 7; y sumemos en i:

Z:'rz/\mZ ZTZ/\FGXt—i—ZrZ/\F]Z:

5,j=1

N
:Z’I"Z’/\FgeXt)—F Z ’I"Z/\(Fﬂ‘i‘FZ])
i=1

1=i<,j
Manipulando los indices ¢ y j en el segundo término:

N N
E ’I“Z/\(F]Z+FU): E (’ri_’rj)/\Fij
1=i<,j 1=i<,j
Esto no es mas que la suma de los pares de fuerzas internos. Si llamamos momento de las
fuerzas externas a:

N
ext) def (ext)
MY ZN ", A F
i=1
tenemos un resultado bastante l6gico: que el momento total de todas las fuerzas es la
resultante de los momentos externos mas la de los internos:

N d2r< N
Z_eri A mzﬁ = M(eXt) + Z ('l"z‘ — 'l“j) A\ Fij (84)

1=i<,j

Observacién: el 1" término depende de la eleccién del origen, pero el segundo término es
independiente de tal eleccién.

8.1.4. Sdélido rigido

Un sélido rigido es un sistema de particulas sometido a la ligadura de que la distancia entre
dos cualesquiera de estas particulas permanece constante:

|r; — r;| = const.

Un sistema con estas caracteristicas define un campo de velocidades v = v (7) cuando el
movimiento se refiere a un punto fijo cualquiera del sélido, ya que fijada la posicion de este
punto, lo Unico que pueden hacer los demds puntos del sélido es rotar respecto al mismo. El
campo de velocidades definido por un sélido rigido es:

v(r)=wAr (8.5)
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N N
L= Z’ri Amv; = Z’ri/\ (mw A 7;)
i=1 i=1

donde hemos utilizado el campo rotacional de velocidades (8.35]) para expresar la velocidad
de la particula i-ésima. Usando la identidad a A (bA¢) =b(a-c) —c(a-b), tenemos:

N N N
Z’ri A (mw Ar;) = Zmiri AN wATr;) = Zmi [wa —r;(r; w)]
i=1 i=1 i=1

Lo que hemos demostrado es que el momento angular de un sélido rigido referido a su
centro de masa es proporcional a la velocidad angular w, es decir, es lineal en w, pero no
necesariamente tiene la misma direccion. Esta relacién de linealidad genérica es lo que se
conoce en matematicas como una expresion matricial. En una notacién mas compacta:

L=lw (8.6)
donde:
Soimi(ri—xf) =Y mimy; — D T
I déf — Zi m;x;Yy; ZZ m; (rzz - y22) - Zi milYizi

2 _ 2
—Doimaizi = oMtz Yo (1 — %)
es la matriz de inercia del sélido rigido. No es dificil demostrar, con un poco de gimnasia de indices,
que la energia cinética de rotacidn de un sélido rigido es:

1
KI‘Ot = §wTIw (87)
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Capitulo 9
DINAMICA ANALITICA

9.1. Espacio de fases

9.1.1. Dinamica analitica. Coordenadas y fuerzas generalizadas.
Ligaduras

En los siglos XVIII y XIX la mecdanica recibié un impulso considerable que la separé de la
formulacién inicial intuitiva y facilmente visualizable de Newton, basada en conceptos como
fuerza, momento lineal y angular, etc. Esta nueva formulacidon es lo que se conoce como
dindmica analitica, y se debe fundamentalmente a los trabajos de Lagrange, Euler, Poisson,
Hamiltonly otros, muchos de ellos matematicos preocupados en dar generalidad al formalismo
de la mecanica y crear herramientas matematicas para su estudio que permitieran simplificar
problemas complejos, asi como investigar relaciones geométricas que pudieran estar implicitas
en la consideracion de los sistemas dindmicos como \variedades diferenciables y que no serian
evidentes en la formulacién vectorial de Newton. Conviene recordar que el formalismo de
Newton todavia no era usado en la forma vectorial invariante impuesta por Oliver Heaviside
en el siglo XIX, y las ecuaciones se escribian en coordenadas, con la aparatosidad que esto
supone. Otra cuestién de singular importancia en esta nueva expresion de la mecanica es el
énfasis en el aspecto local de las leyes de la fisica, lo que se manifiesta en el abundante
uso de relaciones expresadas en términos de transformaciones infinitesimales, es decir, de las
relaciones entre las variables fisicas en el entorno de un punto.

La idea inicial de la dindmica analitica es eliminar las variables de la mecanica que no
intervienen explicitamente en las leyes del movimiento debido a que estan sujetas a ligaduras,
siendo por tanto ignorables.

El ejemplo mas inmediato es el péndulo simple: una particula moviéndose en un plano y
fijada al extremo de una cuerda bajo una energia potencial gravitatoria V' (x,y).

La mecanica de Newton describe este caso como:

ma = _8_V
Oz
v

La dindmica analitica de Lagrange se basa en observar que basta la asignacién de una sola
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variable, el angulo 6, para describir el movimiento del sistema.

x =lcosf
y =1lsin6
Coordenadas generalizadas
Fuerzas generalizadas
det OV
Q' —5-
a;

La clave del método de Lagrange es observar que las fuerzas que obligan al sistema a
permanecer sujeto a una ligadura especialmente simple, llamada holénoma, no realizan trabajo.

0K
J

El método de Lagrange se basa en la construcciéon de una funcién llamada funcién lagran-
giana del sistema. Es la diferencia entre la energia cinética y la energia potencial:

1 .
L=K-V= §m1292 —V (lcosb,lsind)

doL_oL
dt 96 00

Expresamos ahora, por ejemplo, la energia potencial gravitatoria V' = mgy = mgl cos 6,
lo que da:

mi?0 — mglsin 0

que es la ecuacién del péndulo.

9.1.2. Espacio de fases de un sistema dinamico

9.2. Principio de conservacion de la informacion

Cuando la mecdnica se expresa en funcién de las llamadas variables candnicas (posicién
y momento generalizados), emerge un principio tan profundo de la dindmica que raras veces
se expresa explicitamente. Es lo que el fisico Leonard Susskind ha acufiado como principio
de conservacion de las distinciones. Existen otras formas de frasear este principio: principio
de conservacién de la entropia microscépica (o de grano fino), o mds rigurosamente quiz3,
teorema de Liouville. Lo que viene a decir es que condiciones dindmicas diferentes permanecen
diferentes en el transcurso de la evolucion temporal.


http://es.wikipedia.org/wiki/Leonard_Susskind
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(g1 (0),p1(0))

(g2 (0),p2(0))

(q1 (t),p1 (1)) = (g2 (t) ,p2 (1))

Figura 9.1: Conservacion de las distinciones. Dos condiciones iniciales para la coordenada g y su
momento asociado p no pueden en ningun instante cruzarse en el curso de la evoluciéon temporal.
En la imagen se representa una situacion imposible en mecanica.

9.2.1. Ecuaciones de Hamilton

OH
po— 2 9.1
qJ apj ( )
OH
- _ 2
p] 8q] (9 )

9.2.2. Paréntesis de Poisson y conexiones con la Mecanica Cuanti-
ca

dq; Op;  0q; Op,

{Ap.9). Bp.a)} =Y

_%+Z o4, oA _%+Z 0AOH O0AOH\ _
ot dq; @ (9pjp] ot dq; Op;  Op; 0q; )

J J

<8A 0B 0B 8A)

.

DA
= oA H}
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Parte 111
EL SUENO DE EINSTEIN
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Ubi materia, ibi geometria.

J.Kepler (Kepler 1602)
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Capitulo 10

RELATIVIDAD RESTRINGIDA

10.1. Introduccion

Los origenes de la Relatividad restringida, también Ilamada Relatividad especial, se hallan
en los éxitos conseguidos por la teoria electromagnética de Maxwell en el siglo XIX.

Los experimentos disenados para hallar la velocidad de la luz en el vacio que surgia de las
ecuaciones de onda de Maxwell para el campo electromagnético, parecian indicar que ésta
era siempre la misma independientemente del estado de movimiento del emisor. Estos hechos,
unidos a la desestimacién experimental del llamado " éter luminifero”, condujeron a los fisicos
a pensar lo inevitable: la incorreccién de la mecdnica newtoniana establecida dos siglos atras.

Como es costumbre en la historia de la ciencia, primero se intentaron hacer algunas me-
jorias adicionales pequefias, y los primeros intentos se deben al irlandés G.F. Fitzgerald y al
holandés H.A. Lorentz en 1892. Pero fue Albert Einstein el que en 1905, su conocido "an-
nus mirabilis” (" afio milagroso”), resolvié el problema mediante una revisién profunda de los
conceptos de espacio, tiempo y energia en su famoso articulo " Zur Elektrodynamik bewegner
Korper” (" Sobre la electrodindmica de los cuerpos en movimiento”) en el ndmero 17 de la
revista alemana Annalen der Physik.

10.2. EIl éter luminifero

En aquel momento Iégicamente nadie habia tenido ningln problema al hablar de conceptos
como la velocidad del sonido al relacionarlos con la ley de adicién de velocidades de Galileo
(relatividad galileana). El sonido siempre se propaga con una velocidad relativa al aire, y las
propiedades de éste pueden ser estudiadas, ademas de por la propagacion del sonido, por los
mas diversos métodos fisicos y quimicos de investigacion. Es decir, en general, cuando decimos
que la velocidad del sonido tiene un cierto valor, sabemos que en realidad medimos la veloci-
dad de una onda con relacién al medio en el que se propaga. El sonido no se propaga en el vacio.

Sin embargo, jqué ocurre con la velocidad de la luz? Las ecuaciones de Maxwell le confieren
un valor determinado, de c=300.000 km /s aproximadamente, en cuanto a su propagacion en el

vacio. Sin embargo, la relatividad galileana exige un sistema de referencia en reposo respecto
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Figura 10.1: Movimiento relativo al eter

del cual podamos definir esa velocidad de propagacién, y para todos los sistemas moviles
respecto a él habria que aplicar las conocidas transformaciones de Galileo. Por ejemplo,
las coordenadas y los tiempos que se deben medir en un sistema mévil (2,9, 2/, ') que se
mueve alejandose en la direccién x con velocidad constante v respecto de un sistema en reposo

(x,y, 2, t) (figura [I0.]) serian:

¥ =x—vt

y =y Transformaciones
Z =z de Galileo

t =t

Parecia entonces urgente encontrar ese sistema de reposo absoluto respecto al vacio en
donde estaban bien definidas las ecuaciones de Maxwell. En este laboratorio la luz se propa-
garia en todas direcciones con igual velocidad c, y en cualquier otro laboratorio deberia haber
desviaciones. Es por esto que los fisicos, tomando prestado un término aristotélico, introduje-
ron el concepto del éter como el sustrato cuyas vibraciones se manifestaban en forma de luz
y por el que todos los cuerpos se podian mover libremente. Seria este el sistema de reposo
absoluto respecto al vacio.

Sin embargo, la hipdtesis del éter parecia ser bastante arbitraria y provocaba mds de un
interrogante. Parecia no intervenir en ningln proceso fisico y ser absolutamente indetectable.
Ademds, no deberia infligir a los cuerpos ninguna clase de rozamiento. Los fisicos ya antes
habian tenido experiencias infructuosas al introducir el flogisto y el caldrico para explicar las
combustiones y algunos fenédmenos térmicos.

Aunque algunos fisicos ya intuian la futilidad de este concepto, se hacia necesario disenar
alglin experimento para confirmarlo o deshecharlo.

10.3. El experimento de Michelson

El primero en realizar un experimento que confirmara la teoria del éter fue el fisico ame-
ricano de origen polaco Albert Abraham Michelson en 1881. Lo que se pretendia medir
era la diferencia entre los recorridos de la luz dependiendo de su direccidn respecto a un la-
boratorio mévil respecto al éter. ;Y qué mejor laboratorio mévil que nuestro propio planeta?
Ademas con una velocidad bastante importante, de unos 30 km/s en su érbita alrededor del
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Figura 10.2: Experimento de Michelson

Sol (prescindimos del movimiento de rotacién que tiene una velocidad de medio kilémetro por
segundo aproximadamente).

Por tanto, considerando pues que la Tierra se mueve con una velocidad v respecto al éter
de forma rectilinea (en la infima parte de un segundo que requerird nuestro experimento, se
puede decir que la Tierra se mueve respecto al éter con movimiento rectilineo uniforme), el
recorrido que hara la luz en ir desde una fuente luminosa situada a la izquierda hasta un espejo
en la derecha a una longitud L de distancia y volver, siempre en la direccién de v, sera:

L L 2cL oL 2\7' 2L 2
tlz —'— g ) 2:— 1——2 ~ — 1_|__
c— c+v ct—v c c c

Al principio fisicos como Maxwell pensaban que esta desviacién del orden de v?/c* = 1078
no se podria medir experimentalmente, sin embargo Michelson empezé a pensar en un método
que le permitiese conseguirlo. Y en 1881 diseiid su primer experimento, con el interferémetro
que se muestra en la figura [10.2

La luz procedente de una fuente incide sobre una |amina de cristal inclinada que posee
una capa de cristal semitransparente en su cara anterior y estd situada a una distancia L de
dos espejos. Esta ldmina divide a la luz en dos partes. Una la atraviesa y llega al espejo de
la derecha y a la vuelta se refleja y llega al observador (telescopio). La otra va por reflexion
al espejo de arriba y vuelve atravesdndola otra vez hasta el observador, pasando antes por
una ldamina de compensacién para conseguir la simetria 6ptica (que los dos haces pasen por el
mismo espesor de cristal).

En cuanto al haz vertical, aplicando célculo vectorial basico f=i-7
7 . 7 t 1)
tendrd una velocidad respecto al éter de u = /2 — v2. por tan- Y -
to el tiempo que emplea este haz sera por su parte: v
2L 2L 2\ Y2 oL 1 02 Figura 10.3: Velocidad
t2 = JZ 2 ¢ U & ~ e 1 22 respecto al eter para el
haz vertical

y por tanto la diferencia de tiempos de los dos rayos sera:

oL (v 102\ Lo’
At:tl—t2:—<v———v—):—v
C
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Esta diferencia de tiempos ha de detectarse observando la interferencia de los dos haces de
luz. Debido a la dificultad que supone conseguir que los dos trayectos sean de la misma longitud
con la precisién requerida, se observa el diagrama interferencial de los dos haces y luego se
hace girar el aparato completo 90°. La rotacidén produce una diferencia de tiempos como la
anterior para cada haz. La diferencia de tiempo total de 2At es equivalente a una diferencia de
trayectos de 2cAt. Las franjas de interferencia observadas en la primera orientacién deberan
asi desplazarse en un nlmero de franjas o dado por:

_ 2c¢At 2Lv* 2(v/c)?

S W W \/L

en donde A es la longitud de onda de la luz utilizada. Los valores de L y ¢ también son cono-
cidos, pero, jqué valor deberemos dar a v? Ya hemos dicho que se habia aceptado para ello la
velocidad de la Tierra en su 6rbita, de unos 30 km/s, lo que hacia que v/c ~ 107, En el primer
intento de Michelson en 1881 los demds valores eran A ~ 6x10~7 m y L = 1,2 m, se tiene
que \/L ~ 5x10~7". Por tanto el corrimiento debia ser de § ~ 0, 04 franjas. Este efecto es muy
pequeno, pero podria haberse observado de no ser que, para sorpresa de Michelson, no hubo
ningun corrimiento de franjas. En la presentacién de su resultado se puede leer: " El resultado
de la hipdtesis de la existencia de un éter estacionario demuestra, por tanto, que es incorrecto”.

Este resultado era tan inesperado y tan dificil de explicar que condujo a renovados esfuer-
zos, en especial por parte del gran fisico holandés H.A. Lorentz, quien para reconciliarlo con
otros fenémenos épticos propuso una teoria de acuerdo con la cual podria existir un arrastre
parcial del éter por parte de la Tierra. Era oportuna una repeticion mas precisa del experimento
y Lord Rayleigh escribié a Michelson urgiéndole a que la realizara. Asi fue cémo Michelson,
ahora en colaboracién con E. W. Morley, emprendié una investigacién mucho mds precisa,
basada en caminos épticos unas 10 veces mas largos que en el primer experimento. El corri-
miento esperado ahora era de unas 0, 4 franjas, pero en los resultados obtenidos se observd un
corrimiento de unas 0,005 franjas a lo sumo. Esta versién refinada del experimento, llevada
a cabo en 1887, es considerada como uno de los pilares experimentales basicos sobre los que
descansa la Relatividad Especial.

10.4. Principio de relatividad

A pesar del resultado del experimento de Michelson, los fisicos se aferraban a la idea del
éter, un sistema de referencia en reposo absoluto. El irlandés G.F.Fitzgerald y el holandés
H.A. Lorentz independientemente propusieron la idea de que lo que se producia era una con-
traccién real de la longitud de los cuerpos seglin la direccidn en que se mueven a través del
éter, y ademas esa contraccién en la direccidn de la velocidad tendria que valer exactamente
(1 —v%/c?)'/? para explicar el hecho de que el corrimiento de franjas era nulo.

No obstante, se podia intuir que esto era una explicacién ad hoc un poco forzada. Fue
Einstein el que pudo dar una explicacién natural retomando un principio cldsico de la Fisica,
el principio de relatividad de Galileo:



10.5. Simultaneidad. Espacio de Minkowski 79

Relatividad de Galileo. Todas las leyes de la Dindmica deben ser las mismas para
todos los observadores inerciales, moviéndose con velocidad
constante unos con respecto a otros.

Einstein sabia que este principio era sobre el que debia descansar la Fisica, por su belleza y
simpleza. Y queria extenderlo a los nuevos fendmenos fisicos descubiertos en Optica. Empezé
a imaginarse qué ocurriria si se viajara en un rayo de luz a velocidad constante y supusiéramos
que el viajero deberia ver la misma fisica que el observador en reposo. Y fue entonces cuando
se dio cuenta de que si se aceptaban las transformaciones de velocidad de Galileo aquello no
podia funcionar. El viajero en la luz deberia ver un campo electromagnético estdtico, cosa
que no existia en la teoria electromagnética. La luz por tanto deberia seguir moviéndose a la
velocidad descrita por las ecuaciones de Maxwell. Esto fue lo que le condujo a enunciar su
principio de relatividad, afiadiendo la constancia de la velocidad de la luz.

Relatividad de Einstein.
1.- La velocidad de la luz en el espacio libre, c, es una

constante de la Naturaleza, independiente del estado
de movimiento de la fuente.

2.- Todas las leyes de la Naturaleza (no solamente de la
Dindmica) deben ser las mismas para todos los obser-
vadores inerciales moviéndose con velocidad constante
unos con respecto a otros.

Una vez asi aceptada como ley natural la constancia de la velocidad de la luz, el principio
de relatividad restringida reafirmaba las leyes del electromagnetismo. Pero el precio a pagar
era, sin embargo, una revision de la mecdnica newtoniana que haria cambiar dramaticamente
nuestra concepcion del espacio y, sobretodo, del tiempo.

10.5. Simultaneidad. Espacio de Minkowski

Una vez admitidos estos postulados, Einstein se dio cuenta de sus implicaciones. Una de
las mas asombrosas era que el concepto de simultaneidad dejaba de tener sentido, o al menos
sélo lo tenia cuando se comparaban dos relojes en reposo. El tiempo era, pues, relativo.

En efecto, imaginemos un tren que se
mueve a velocidad constante en cuyo vagdn
central hay una fuente de luz, y supongamos
que en el primer y dltimo vagén hay instala-
das unas puertas que se abren al recibir esa
luz. Légicamente, para un observador situado
en el centro del tren las dos puertas se abrirdn
simultaneamente. Pero, qué es lo que vera un
observador situado en el andén si la fuente se
enciende a su paso? Recordemos que la velo-
cidad de la luz respecto a él tiene exactamente el mismo valor que respecto al viajero. De aqui

Figura 10.4: La relatividad de la simultaneidad
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Figura 10.5: Relatividad de la duracién
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Figura 10.6: Tren en reposo

se deduce que, dado que las traseras del tren van al encuentro del rayo de luz, este observador
vera la puerta trasera abrirse antes que la delantera y, por tanto, para él los sucesos no seran
simultdneos.

Todavia, no obstante, se pueden obtener consecuencias mds chocantes. si imaginamos que
el mismo pasajero del vagdn tiene una linterna que apunta a un espejo en el techo, la trayec-
toria de la luz para él serd una linea vertical hacia arriba y de vuelta hacia abajo y si usa un
cronémetro muy preciso, el tiempo que mide serd ¢; = L;/c. Sin embargo, para el observador
del andén, la trayectoria de la luz, al estar el tren en movimiento, serd mayor, L, > Ly, con-
sistird en dos lineas oblicuas de ida y vuelta, y por tanto medird un tiempo mayor, to = Ly/c
(figura [10.5]). De lo que se deduce que, si estos dos observadores se citan un dia podran
constatar que para el que estuvo en movimiento pasé menos tiempo que para el que estuvo
en reposo. jLos relojes en movimiento se atrasan inevitablemente!

Para clarificar los conceptos asociados a la Relatividad Especial fueron de mucha utilidad
los gréficos introducidos en 1908 por el matematico aleman Hermann Minkowski. Segln este
sistema, si llamamos A y C' a los puntos extremos del primer tren y B donde se ubica la
fuente de luz, tendremos definida una "superficie” de simultaneidad como A;C}, que para el
caso de un tren en reposo serd como en la figura [10.6l Obsérvese que las llamadas lineas de
universo de un objeto en reposo son rectas verticales y las de un rayo de luz son paralelas a
las bisectrices de los ejes.

Para el caso en que A, B y C estén en movimiento, las lineas de A y C estaran ahora
inclinadas y los sucesos no serdn simultdneos en el sistema en reposo (figura [10.7).

Hay que tener en cuenta que estos diagramas se han hecho bidimensionales por comodidad,
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Figura 10.8: Sistemas inerciales

pero en realidad tendriamos siempre tres dimensiones espaciales y la temporal. Para un suceso
dado P podemos dar sus coordenadas en cualquiera de los sistemas inerciales mediante las
lineas oblicuas anteriormente explicadas. En la figura [10.8 tenemos el caso de dos sistemas
de coordenadas superpuestos, uno con velocidad v respecto al otro.

10.6. Transformaciones de Lorentz

Vamos a buscar las relaciones entre los diferentes sistemas inerciales. Si suponemos que
cuando los dos sistemas coinciden se emite un rayo de luz, para ambos sistemas este rayo
tendrd la ecuacién de la bisectriz x = ¢t o 2’ = ct’.

Para el observador en reposo, el origen del sistema de coordenadas en movimiento se ve
|6gicamente con la trayectoria OO’ = vt, luego lo que buscamos serdn unas transformaciones
simétricas de la forma:

(x —vt)

T =7
r = (2" + vt')

de forma que si ' = 0 el desplazamiento sea el del origen x = wvt. Si sustituimos la
expresion del rayo luminoso y eliminamos las dos variables temporales:

ct =y(c+v)t o 1
ct' =~(c—v)t v= T— 02/
Y una vez obtenidas estas ecuaciones podemos deducir también las relaciones para los
tiempos:
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ct Sefal luminasa

Figura 10.9: Invariante espacio-tiempo

t =t +va'/c?)
t' =5t —vx/c?)

Y podemos ya escribir las transformaciones de Lorentz de la Relatividad Restringida:

' =y(x—vt)
y =y Transformaciones con v — 1
2 =z de Lorentz 7= /T— 02/
t =t —vx/c?)
llamados asi debido a que el primero en introducirlas fue Lorentz en 1904 para explicar el re-

sultado del experimento de Michelson, aunque fue Albert Einstein el que les dio su verdadero
significado.

Es facil comprobar que estas transformaciones son las de Galileo a bajas velocidades y que
definen el llamado invariante espacio-tiempo:

= (et)? = (@) = (et = (&)

en donde por comodidad hemos vuelto al caso unidimensional. Este invariante nos proporciona
un método para calibrar”los diagramas de Minkowsky, como se muestra en la figura [10.9] de
forma que la hipérbola rectangular:

22— (ct)? =1

nos definird una distancia unidad para todos los ejes inerciales, es decir, es el lugar geométrico
en el espacio-tiempo de todos los sucesos que representan el tiempo cero y la coordenada x
igual a la unidad en sistemas inerciales diferentes.

Obsérvese que en este dltimo caso s> = —1, jcédmo se puede interpretar este invariante?
Podemos denominarlo intervalo entre dos sucesos en el espacio-tiempo; se hace nulo para
aquellos sucesos conectados mediante una seiial luminosa, se dice que estan conectados por
una lineas de luz (rayo de luz), que en los diagramas de Minkowsky se representan por las
rectas x = +ct, que en dimensién 2+1 define lo que se conoce como cono de luz (figura
[10.10). Si s> > 0 se habla de intervalo de género tiempo, son sucesos que acontecen en
el mismo lugar para algun sistema inercial, de forma que entre ellos se puede establecer una
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ds’*=0

Futuro

Otro lugar

Figura 10.10: Sistemas inerciales

relacién de causalidad. Si s? < 0 se habla de intervalo de género espacio, en donde siempre
habra una transformacién Lorentz que nos lleve a un inercial en el que estos sucesos sean
simultaneos, con lo que no estaran conectados por ninguna relacién causal por necesitarse una

velocidad de transmisién superior a la de la luz.
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Capitulo 11

INTRODUCCION A LA
COSMOLOGIA

11.1. Cosmologia. Breve historia

"La Cosmologia es la ciencia que estudia el origen y la evolucién del Universo como un
todo". Esta definicion o alguna parecida son las que se pueden encontrar en las enciclopedias,
pero de hecho tienen su lado discutible. A mi juicio una definicion mas realista seria la que
denota su significado etimoldgico: " discurso sobre el Cosmos”, ya que en realidad en mas de
una ocasion esta materia ha estado alejada del método cientifico tal y como lo conocemos
desde el Renacimiento.

En efecto, tanto en sus inicios con las teorias
griegas como en épocas mas recientes, el desarro-
llo de la Cosmologia no ha ido de la mano de
la observacién experimental, por ser esta en gene-
ral muy dificil de realizar, y sélo se utilizan cier-
tos hechos empiricos para dar argumentos de plau-
sibilidad a tal o cual teoria imposible de com-
probar experimentalmente hasta sus dltimos térmi-
nos. En la actualidad el experimento, especialmen-
te las sondas enviadas al espacio y las radiaciones
que del cosmos medimos en la Tierra, estdan im-
pulsando una época dorada en la teoria cosmoldgi-
ca, y de nuevo los hechos nos sobrepasan. Pe-
ro todos somos conscientes de la parte especula-
tiva que inevitablemente estd asociada a esta ra- Figura 11.1: Grupo de galaxias del
ma de la Fisica. Pero hagamos un breve repa- Gran Atractor
SO.

Podemos situar el comienzo de la cosmologia occidental hace 2500 afos, en época griega.
La primera gran teoria cosmoldgica, que perdurd hasta el Renacimiento, fue la defendida por
Platén vy, sobre todo, Aristételes, con sus cuatro elementos: tierra, agua, aire y fuego; vy el
movimiento eterno y perfecto de los objetos celestes fijados en ocho esferas cristalinas rotan-

85
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tes, cuya materia era la llamada quinta esencia. Todo impulsado por un Gran Hacedor, con la
Tierra, por supuesto, en el centro.

La longevidad de esta cosmologia aristotélica también se puede explicar por las modifica-
ciones ad hoc que hizo el astrénomo Claudio Ptolomeo para explicar las obvias anomalias
que se observaban en el movimiento de los astros (en especial la retrogradacién de los planetas).

No fue hasta el afio 1543 cuando el modelo geocéntrico de Aristételes fue cambiado por
el heliocéntrico del matematico polaco Nicolas Copérnico, que precisamente el afio de su
fallecimiento publicé su trabajo Sobre la revolucion de las esferas celestes. Estas ideas se fueron
aceptando gradualmente y perfeccionando por astrénomos como el aleman Johannes Kepler
hasta el nuevo Universo gravitacional del inglés Isaac Newton, que perduré hasta que en el
siglo XX Albert Einstein enunciara su teoria de la Relatividad General. En la Gltima época de
la Cosmologia el discurso ha sufrido un cambio importante: el conocimiento del Universo a gran
escala no podia separarse del estudio de la fisica de lo mas pequeno, era inevitable que la As-
tronomia y la Fisica de Particulas fueran de la mano para elaborar cualquier teoria cosmoldgica.

Pero veamos brevemente algunas de las efemérides de la época moderna de la Cosmologia:

1915. Einstein da a conocer su teoria de la Relatividad General.

1916. El fisico aleman Karl Schwarzschild publica un trabajo sobre las ecuaciones de campo
de Einstein sobre un cuerpo con tal masa que su velocidad de escape supera a la de
la luz (concepto que en 1967 llamaria agujero negro el americano John Archibald
Wheeler).

1917. Einstein introduce una constante cosmolégica en sus ecuaciones para producir un
universo estatico.

1919. El astrofisico britanico Arthur Eddington mide en un eclipse la curvatura que experi-
menta la luz al pasar cerca del Sol, confirmando la teoria de la relatividad.

1922. El matematico ruso Alexander Friedman descubre las primeras soluciones cosmolégicas
de la Relatividad General, correspondientes a un universo en expansion.

1929. El astrénomo estadounidense Edwin Hubble establece su ley de expansion del Uni-
verso basada en el corrimiento al rojo de las galaxias distantes.

1931. El sacerdote y astrofisico belga George Lemaitre propone la idea de una gran explosién
como origen del Universo a partir de un solo cuanto de energia (conocida més adelante
como Big Bang gracias a un comentario del astrofisico inglés Fred Hoyle, precisamente
uno de sus detractores).

1932. Einstein retira su constante cosmoldgica y propone un modelo de universo en expansién
junto con el fisico holandés Willem de Sitter.

1933. El astrénomo bdlgaro Fritz Zwicky introduce el término materia oscura al observar el
relativamente pequeno volumen y las grandes velocidades de las galaxias en un cimulo.
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1934.

1935.
1935.

1942.

1961.

1963.

1965.

1981

1992

1998

1998

2000

2003

El fisico americano Richard Tolman publica un monografico sobre la aplicacién de la
Termodinamica a la Cosmologia.

El astrofisico britdnico Edward Arthur Milne introduce el principio cosmolégico.

El americano Howard Percy Robertson y el inglés Arthur Geoffrey Walker com-
pletan el modelo cosmoldgico de Friedman y Lemaitre (de sus iniciales se cogieron las
siglas para la llamada métrica FLRW).

El fisico ucraniano George Gamow comenzé el estudio de la nucleosintesis primor-
dial, apoyando las ideas de expansién del universo y prediciendo la radiacion de fondo.

El fisico estadounidense Sheldon Glashow comienza a desarrollar la teoria actual de la
materia, desarrollado junto con el paquistani Abdus Salam y el también estadounidense
Steven Weinberg. Por esto se les concederia el Nobel de Fisica en 1979.

El fisico estadounidense Murray Gell-Mann comienza a desarrollar la cromodinamica
cuantica. Por sus logros en fisica de particulas se le concederia el Nobel de Fisica en
1969.

Los fisicos aleman y estadounidense Arno Penzias y Robert Wilson descubren ac-
cidentalmente la radiaciéon de fondo de microondas en los laboratorios Bell. Se les
concedié por esto el premio Nobel de Fisica en 1978.

El fisico estadounidense Alan Guth y el ruso Andrei Linde proponen las primeras
teorias del universo inflacionario.

El satélite COBE (Cosmic Background Explorer) de la NASA confirma el espectro de
cuerpo negro del fondo de microondas y detecta por primera vez anisotropias en la
temperatura, apoyando las hipdtesis del principio cosmoldgico y de la formacién de
galaxias. Por esta razén sus promotores, los estadounidenses George Smoot y John
Mather recibieron el Nobel de Fisica en 2006.

Los astrofisicos estadounidenses Adam Riess, Saul Perlmutter y Brian Schmidt hallan
una reaceleracion en el ritmo de expansién del Universo midiendo la luminosidad de
varias decenas de supernovas de tipo la muy lejanas, por resultar menor que la esperada.
Se admite de nuevo la constante cosmoldgica en los modelos. En 2011 se les concedid
el premio Nobel de Fisica por este hecho.

El cosmdlogo Michael Turner acufia el término energia oscura como causante de la
reaceleracién del universo.

El globo estratosférico italo-norteamericano BOOMERANG ( Balloon Observations of
Millimetric Extragalactic Radiation and Geophysics) confirma que las secciones espaciales
del Universo son euclideas apoyando la idea de su planitud. Asimismo aumenta la
precision de los picos aclsticos del baho de microondas apuntados por el COBE.

El satélite WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) de la NASA aumenta la
precision en el estudio de las anisotropias del fondo invalidando algunos modelos infla-
cionarios no estandar.
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2009 El 14 de mayo de 2009 se lanza desde el Puerto espacial de Kourou (Guayana Francesa) el
satélite Planck Surveyor de la ESA que se espera que de una precision y una sensitividad
diez veces mejor que WMAP. Esta misidn tiene una importante participacién espanola
(experimento QUIJOTE). Ya esta dando mapas completos del cielo (2011).

Resumiendo, la Cosmologia contempordnea se basa en tres grandes pilares: el principio
cosmoldgico, la teoria del Big Bang y el paradigma inflacionario. Actualmente se admite que
vivimos en un universo plano de unos 13.700 millones de anos de edad que esta en expansion,
actualmente acelerada, y que posee unas anisotropias en el fondo de radiacién, consecuencia
de fluctuaciones cudnticas en el periodo de inflacién, que originaron las galaxias por colapsos
gravitacionales. Asimismo se ha deducido que sélo el 4,5 % de la materia-energia del universo
es baridnica, siendo el resto de la materia sélo el 22,5% del total, la materia oscura des-
conocida, de la que conocemos sélo sus efectos gravitacionales; y el resto, el 73 % seria una
energia oscura no detectada y de la que sélo conocemos sus efectos aceleradores. El modelo
cosmolégico masdefendido actualmente es el modelo Lambda-CDM (Lambda-Cold Dark
Matter).

11.2. Principio cosmolégico

El estudio del Universo requiere ciertas suposiciones que a veces son lamentablemente olvi-
dadas. La primera por supuesto es que lo suponemos comprensible con la Fisica que elaboramos
en nuestros laboratorios terrestres, es decir, se espera que las leyes fisicas dentro del Sistema
Solar sean aplicables al Universo entero a escala cosmoldgica, que las constantes fisicas sigan
siendo constantes, etc.

Una de las suposiciones mas importantes es el llamado principio cosmolégico, que afirma
que todos los observadores fundamentales ven la misma cosmohistoria. Aunque vere-
mos con detalle qué significan estos conceptos, adelantar que por observador fundamental se
entiende aquel que habita en una galaxia promedio. En cierta medida este principio es opuesto
a los llamados principios antrépicos, en donde nuestra posicién en el Universo seria privilegiada.

Una de las consecuencias directas del principio cosmolégico es suponer la homogeneidad
e isotropia del Universo a gran escala. Hay indicios observacionales considerables de que la
estructura del Universo presenta una extraordinaria uniformidad de materia y radiacién en
escalas de 10® afos luz (al), es decir, unos cuantos cientos de millones de afios luz (las galaxias
tipicas tienen cientos de miles de afos luz de didmetro, 105). Cuando decimos uniformidad
hablamos principalmente de densidad, presién y temperatura. Es obvio que en condiciones
terrestres la materia no es homogénea e isétropa, sin embargo si tomamos como unidad el
parsec (pc), la unidad astronémica equivalente a 3-10% m, poco més de 3 afios luz, la cosa se
ve mucho mds homogénea. Actualmente la escala de homogeneidad e isotropia que se acepta
es de 200 Mpc:

Isotropia

Homogeneidad } & 200 Mpc ~ 652 Mal

Asi, si promediamos la densidad del Universo dentro de un cubo de arista 200 Mpc vy trasla-
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damos ese cubo una distancia mayor, la densidad media en el primer lugar serd casi igual a la
del segundo lugar.

11.3. Meétrica de Robertson-Walker

El principio cosmoldgico también predice la geometria que debemos aplicar para medir
distancias e intervalos temporales en esta escala, y para ello debemos encontrar la métrica
que rige esta geometria a gran escala. Estos calculos se basan por supuesto en la Relatividad
General de Einstein, pero no hay que olvidar que todo se funda a su vez en los trabajos de
los grandes gedmetras, y aparte de los del padre de la geometria, Euclides, los trabajos de
las geometrias no euclideas de los alemanes Carl Friedrich Gauss y Bernhard Riemann, el
hingaro Janos Bolyai y el ruso Nikolai Lobachevski, en el siglo XIX, fueron determinates.
Veamos pues como se deduce la métrica.

Normalmente se parte del llamado postulado de
Weyl que asume la uniformidad del Universo como un
sustrato o fluido perfecto en el cual las geodésicas son
ortogonales a una familia de hipersuperficies de género
espacio. Dicho de otra forma, se trabajard con lo que
se conoce como coordenadas comdviles, que se de-
finen por medio de las caidas libres de los observadores
fundamentales, de forma que dos geodésicas no se intersecan excepto en algln punto singu-
lar del pasado o del futuro. Si los observadores fundamentales sincronizan sus relojes cuando
para todos ellos los parametros cosmoldgicos tienen los mismos valores (temperatura, presion,
densidad media, etc) el tiempo comiin resultante es lo que se conoce como tiempo césmico
t, que definird las superficies de simultaneidad. Los apuntes de los pardmetros vistos por los
observadores fundamentales es lo que llamamos cosmohistoria.

Obsanvedores
T fumdamanilale s

Hay muchas forma de llegar a la métrica con la simetria que buscamos, vamos a escoger
aqui el camino rapido suponiendo ciertos conocimientos de Relatividad General. Para empezar
admitiendo la isotropia del problema lo que estamos buscando es un invariante de la forma:

ds* = dt* — [A(r)dr? + r2dQ?]  con dQ* = d6? + sen*0d¢?

ya que el postulado de Weyl nos asegura que no haya términos cruzados y la homogeneidad
nos permite olvidarnos de la dependencia temporal y trabajar sin ella de momento en una de
las hipersuperficies u hojas en las que dividimos el espacio-tiempo. También la homogeneidad
nos prescribe que el escalar de curvatura de Ricci debe ser constante en todo punto. Vamos
a suponer para simplificar los célculos que existen sélo dos dimensiones espaciales, con lo que
tenemos los siguientes valores no nulos para la métrica:

go=1 gn= —A('f’) . gog = —T
goo —1 g” = —A(r)” g22 — 2

que nos dard, recordando la definicidon de conexién afin, los siguientes simbolos de Christoffel
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Zero curvature, * Positive curvatyre Negative curvature

Figura 11.2: Superficies de curvatura constante

no nulos:

1
I = éAflA/ I3 =

[y =—-rA"" I%, =

S| 3|

que nos dejan los siguientes valores para los elementos diagonales del tensor de Ricci:

R =0 Ru=-r Ry—2T
00 = 1n= 22 =
2Ar 2A2
Sélo queda calcular el escalar de curvatura con nuestra métrica obteniendo una ecuacién

diferencial facil de resolver:

/ ! /
1
A *QAT:—i:cte con A(0) =1= A(r) =

— R“ aff N :_Al —
R g fap 1 —cter?/2

e [ —— I
* 2Ar 2A2 rA?
en donde hemos impuesto la condicién inicial de que para entornos pequeiios el espacio sea
plano. Ahora sélo queda hacer la reescala:

2
re oy
|ctel

obteniendo la llamada métrica FLRW (Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker), méas conocida
como métrica Robertson-Walker:

1 2 cte
ds* = dt* — R*(t) | ———=dr?® 4 r?dQ? RP= ~—yk=—"—""=0,%+1
° (t) 2T con |cte] Y |cte] ’

En donde se ha introducido el indice de curvatura k y el llamado factor de escala
R(t), con dimensiones de longitud (r es adimensional en el modelo), ya con la dependencia
temporal, que nos dard una informacién valiosa sobre nuestro universo. Nétese que la curva-
tura constante en el caso simplificado estudiado estd dada por 2k/R?.

En el caso de 3+1 dimensiones se pueden concluir las mismas expresiones. En este caso
las coordenadas (¢, 7,0, ¢) se llaman comdviles debido a que dos objetos permanecen en esas
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coordenadas todo el tiempo mientras lo que cambia es la distancia entre ellos de acuerdo al
factor de escala R(t). El conocimiento de R(t) y, por supuesto, de k, es objeto de observacién
experimental e interpretacion tedrica por medio de las ecuaciones de la Relarividad General.

A menudo se suele ver la métrica de Robertson-Walker en la forma mas compacta:

ds? = dt* — R%(t) [dx* + s3(x)d?]

denominada representacion comovil, en donde la distancia propia es siempre proporcional a
la coordenada radial comévil, definiendo esta x de forma que:

)
<
o 8 - ?9(<< T Esfera tridimensional S3
senx. para k= =vsT (topologfa cilindrica R x S3)
0<¢<2rm
<
0<x <00 Espacio euclideo tridimensional R?
r=sp(X) =9 X para k=04 0<f <m (topologia euclidea R?)
0<¢p<2r
<
h p— 1 8 - ;<<< oC Hiperboloide tridimensional H3
senfux. para b= = K (topologia minkowskiana R*)
0<¢p<2m

Como se puede ver, el caso del indice de curvatura positivo kK = +1 es el (inico que nos
da un espacio-tiempo cerrado, siendo los otros dos casos abiertos. Las topologias que aqui
se muestran son las triviales, pero otro tipo de topologias también son posibles identifican-
do puntos e intervalos. Asimismo hay otras formas de la métrica Robertson-Walker, como la
conforme, en donde se reescala el tiempo para que juegue el mismo papel que el espacio, o
la isétropa, en donde se utiliza la curvatura gaussiana del espacio, pero todas son equivalentes.

Para completar damos las expresiones de las componentes no nulas del tensor de Ricci y
del escalar de curvatura para el caso general de métrica FLRW:

2
ROQZ—?)E ]
R _R? 2k
Rij = — §+2ﬁ+ﬁ 9ij
R R k]
R=-6|=+—+—
R+R2+R2

estos calculos se pueden hacer con un sencillo programa en cualquier software matematico, en
estos apuntes hemos usado el Mathematica, como se puede ver en el apéndice B4.3]
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Capitulo 12

LA CONSTANTE COSMOLOGICA
Y LA REACELERACION DEL
UNIVERSO

12.1. Introduccion

Como es sabido, la cosmologia es una ciencia cuyas bases experimentales son problematicas.
Se trata de una de las ciencias experimentales mas jévenes, pero sin embargo sus fundamentos
tedricos comienzan practicamente en los origenes de la historia del pensamiento. En este sen-
tido, no hay mejor punto de enlace entre la ciencia y la filosofia que esta disciplina. Este hecho
tiene sus innegables ventajas, pero también muchos inconvenientes. La “filosofia experimental”
que lleva implicada la cosmologia hace que sea una ciencia cuyos principios estan constante-
mente puestos en duda, y no solamente por filésofos, sino también por muchos fisicos, y la
historia de la constante cosmoldgica y sus reinterpretaciones son un ejemplo paradigmatico de
esta realidad.

Desde los anos setenta del pasado siglo hasta los dltimos noventa se daba por hecho un
modelo de universo gobernado por la Relatividad General (RG) admitiendo un origen explosivo
del universo y una expansion del mismo definida por las ecuaciones de Friedmann, deducidas a
partir de la RG y el llamado principio cosmolégico (PC), que afirma que cualquier observador
ve la misma cosmohistoria, negando al ser humano una posicién privilegiada en el espacio-
tiempo. Fue una sorpresa colosal descubrir en 1998 que el universo no solo no frenaba su
expansion, como se creia, sino que se estaba reacelerando. Desde entonces hasta ahora se ha
venido buscando sin éxito una explicaciéon fisica de esa nueva aceleracion, que puede llevar
consigo el hecho de que el 70 % de la energia del universo sea de origen desconocido.

En este trabajo se va a hacer un recorrido por la historia del término cosmoldgico desde
su origen hace mds de un siglo hasta su reintroduccién a la luz de la observacién de la
aceleracién de la expansién del universo. En la seccién [12.2 se inicia el recorrido por la historia
de los origenes de la constante cosmoldgica, estudiando en primer lugar los modelos tedricos
desarrollados a partir del trabajo seminal de Einstein en 1917, y a continuacién una sintesis
de las observaciones experimentales que condujeron a eliminar esta constante por considerarla
innecesaria. En la seccién [12.3] se hard una exposicion de los acontecimientos que se iniciaron
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en 1998 a partir de los cuales se tuvo que readmitir la constante cosmoldgica en los modelos
de la RG, debido al descubrimiento de una reaceleracién del universo (o, equivalentemente,
una aceleracién de su expansidn). Se comienza con un repaso a la interpretacién del término
cosmoldgico como una energia del vacio constante a partir de 1934, y sus consecuencias
tedricas en el marco del modelo estandar del Big Bang, para a continuacion exponer los
descubrimientos experimentales acaecidos a partir de 1998 vy, por ultimo, abordar el llamado
problema de la constante cosmoldgica, planteado desde los primeros célculos que unian la
cosmologia y la teoria cudntica, y reformulado en el presente siglo como consecuencia de los
nuevos hallazgos. Por tltimo, se cierra este trabajo con las secciones 124 y I2.5, un repaso
de las explicaciones que se vienen dando para justificar el desajuste de las teorias con el
experimento y unas breves conclusiones.

12.2. La constante cosmolégica

12.2.1. Origenes

Se puede situar el inicio de la cosmologia contemporanea en febrero de 1917, dos afios des-
pués de que Einstein creara su RG, con la presentacion de un estudio ante la Academia Prusiana
de Ciencias con el titulo “Consideraciones cosmoldgicas sobre la Teoria de la Relatividad Gene-
ral” (Einstein 1917) [ Erala primera vez que Einstein aplicaba esta teoria al universo como un
conjunto. En aquel entonces las velocidades medidas de los astros eran pequenas comparadas
con la de la luz, y se podia suponer un universo estatico en primera aproximacién (Bondi 1960,
p. 98). También supuso que la masa estaba repartida uniformemente, de forma que la densidad
del universo fuera constante. Pero Einstein queria evitar las paradojas de la teoria de Newton,
como la del colapso gravitacional o la de Seeliger, segiin la cual la gravedad resultante en cada
punto de un universo de materia infinita divergl'eﬁ. El problema se solucionaba suponiendo un
universo espacialmente finito y anadiendo un término en la ecuacién de Poisson que contra-

rrestara el colapso gravitacional, quedandoﬁ, R, — %gWR — Ag = —~T),, siendo A una

1La teoria de la RG habita en un espacio cuadridimensional en donde las coordenadas de los sistemas
de referencia se denotan por z* (u = 0,1,2,3) (siendo la primera coordenada el tiempo), y consta de
dos clases de elementos. En primer lugar, los relacionados con la geometria del espacio-tiempo, con la
inercia, que son el tensor métrico g,,,,, funciones de las coordenadas; y sus primeras y segundas variaciones
respecto a las coordenadas, representadas en las componentes del llamado tensor de Ricci, R, . El tensor
métrico define el invariante infinitesimal ds* = g,,dz*dz” que nos permite calcular distancias desde
cualquier sistema de referencia. En segundo lugar, los elementos provenientes de las fuentes de materia-
energia (incluida la electromagnética), cuyo papel es representado por las componentes del tensor de
energia-momentos, T},,. De esta forma, el andlogo a la ecuacién cldsica newtoniana de Laplace para el
espacio vacio quedaria como R, = 0. Sus ecuaciones de campo surgen de buscar un andlogo a la ecuacién
de Poisson, es decir, las ecuaciones de campo para un espacio lleno de materia. Se introduce también la
constante de gravitacion de Newton en un pardmetro denominado x y el escalar de curvatura R con el
que se completa la teoria para dar cuenta de las leyes de conservacion.

2Véase una exposiciéon de estas paradojas en (Kragh 2008, p. 179), o el analisis que hace el propio
Einstein de la paradoja de Seeliger en (Einstein 1916, p. 107).

3Se podran ver estas ecuaciones con cambios de signo, dependiendo de la signatura de la métrica, o
con otras constantes, dependiendo del sistema de unidades. Hemos elegido aqui las originales del articulo
de Einstein. A lo largo del escrito se usara generalmente el sistema de unidades naturales geometrizadas
o de Planck, en donde son unidades la velocidad de la luz, ¢, y la constante de gravitacion, G, aunque
eventualmente se introduciran estas constantes para estimaciones concretas.
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constante universal positiva, suficientemente pequeia para responder a las observaciones de la
época, conocida posteriormente como constante cosmoldgica. Con este modelo se resolvian los
problemas con las condiciones de frontera de sus ecuaciones diferenciales, respondiendo a un
universo ilimitado, pero espacialmente finito, de materia uniforme y estatico. Ademas, pensaba
que su modelo estaria de acuerdo con las ideas de Mach sobre |a relacién entre la inercia (cuyo
papel aqui lo juega la métrica) y las masas (o tensor de energia-momentos). Como el mismo
Einstein reconoce, el estudio critico de la mecanica newtoniana de Ernst Mach habia ejercido
una honda influencia sobre él (Einstein 1949, p. 25). El llamado principio de Mach venia a
decir que la inercia de un cuerpo depende de la masa total distribuida en el exterior del mismo.
El corolario en la teoria de Einstein era que la métrica estuviera condicionada por la masa
del universo en su conjunto, y las ecuaciones de campo con A = 0 admitian soluciones de la
métrica (inercia) en un espacio vacio de materia (7),, = 0). En el mismo articulo, para lograr
un equilibrio estatico, Einstein llega a una relacién entre la curvatura espacial, R, la densidad
media de materia, p, y la constante cosmoldgica, A = kp/2 = 1/R?. En una carta a Besso de
ese mismo afio, basado en una densidad media demasiado alta de p ~ 107*g/cm?(~ 1071
kg/m3), estimé un R ~ 107 afos luz (~ 10?* m) (Kragh 2008, p. 217), lo que daria una
constante de A ~ 10746 m~2, suficientemente baja para dar cuenta del experimental.

Asi, Einstein creyé erréneamente que un universo sin materia no daria lugar a ninguna
solucién g,, en las ecuaciones de campo si A > 0. Pero desde un afio antes el holandés
Willem de Sitter estaba publicando unos trabajos sobre las consecuencias de la teoria de
Einstein en la Real Sociedad Astrondmica, y en los resultados publicados en su tercer articulo,
en noviembre de 1917, descubrié una solucién con constante cosmoldgica no nula que describia
un espacio vacio de materia. Este modelo violaba el principio de Mach, pero ademas respondia
a un universo cerrado y en expansién. Como afirma Bondi, se pasaba de un universo de
“materia sin movimiento” (Einstein) a uno de “movimiento sin materia” (De Sitter). En
los afios veinte lo mas juicioso parecia ser encontrar un compromiso entre los dos modelos
cosmoldgicos, cosa que hizo Friedmann a partir de 1922 suponiendo que la curvatura variaba
con el tiempo, y mas adelante, en 1927, Lemaitre, cuyo modelo reflejaba los datos de expansién
del universo que se venian observando experimentalmente. Estos modelos respondian a la
isotropia y homogeneidad del espacio de Milne (PC), se ayudaban del postulado de Weyl de
1923, que permitia tratar el universo como un fluido perfecto (factorizando las dependencias
temporal y espacial de la métrica), y fueron desarrollados en su totalidad a finales de esa
década y principios de los treinta por los fisicos americanos Robertson y Walker. Su métrica ha
perdurado hasta nuestros dias y es por ello conocida como la métrica FLRW por las iniciales
de los cuatro, aunque a menudo se habla simplemente de la métrica Robertson-Walker. En
ella el llamado factor de escala del universo, a(t), es dependiente del tiempo cosmoldgico,
t, perteneciente a un sistema de coordenadas comdviles para lograr un sistema de referencia
en el que se pueden considerar las hipdtesis de Weyl y Milne. La dependencia con el tiempo
de ese factor de escala nos dard la evoluciéon de esa expansién, y su forma concreta viene
determinada por las ecuaciones de campo, que en el caso de aceptar las hipdtesis mencionadas
se reducen a dos relaciones, llamadas ecuaciones de Friedman, que relacionan el factor de

4Valores mas actuales de la densidad media la sitian en pg ~ 10727 kg/m3, dando un Ry ~ 1026 m,
con lo que resulta A ~ 107°2 m~2 (Cepa 2007, p. 155).

5Se conocen también como ecuaciones de Friedman-Lemaitre ya que el trabajo del ruso, empezado en
1922, fue culminado por el belga independientemente en 1927 (Kragh 2008] p. 232).
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escala con la densidad de materia-energia del universo, p(t), y la presién de la misma, p(t),
ambas suponiendo 7}, un fluido perfecto. Estas ecuaciones solo se pueden resolver suponiendo
alguna relacién entre la presion y la densidad del universo, es decir, una ecuacién de estado del
tipo p = p(p), diferente dependiendo del fluido perfecto del que tratemos. La interpretacién
de la constante cosmoldgica es clara a la luz de la ecuacién de Friedmann que refleja el
comportamiento de la aceleracién del factor de escala, d. Haciendo una analogia con la ley
de Newton se ve que corresponde a un término que ejerce una fuerza antigravitatoria, una
especie de repulsion cosmoldgica. En 1930 Eddington demostré la precariedad del equilibrio
del modelo de Einstein. Su universo estatico quedd en el olvido, pero no asi, como veremos,
su constante cosmoldgica, a pesar del arrepentimiento posterior sobre su introducciénd.

12.2.2. Expansion del universo

Como se ha dicho, los modelos en expansién fueron reforzados por la observacion experi-
mental en esos afos. Desde 1913 se venian haciendo observaciones sobre las distancias a las
galaxias y las velocidades de alejamiento de las mismadl. Su interpretacién era cinemdtica,
debida al efecto Doppler, por el cual se produce un desplazamiento al rojo del espectro de
un emisor que se estd alejando, dado por la cantidad adimensional z = (A — Ag)/\g, donde
A es la frecuencia del emisor y \g la que se mediria en el laboratorio. Después de la Prime-
ra Guerra Mundial, Edwin Hubble se incorporé al observatorio de Mount Wilson, en donde
habian puesto en marcha un telescopio de 100 pulgadas (2,54 m) (Battaner Lépez 2013| p.
73), que superaria con creces al utilizado por Slipher. Aquella era la época del “Gran Deba-
te” en astrofisica, personificado en Harlow Shapley, que pensaba que las nebulosas formaban
parte de nuestra galaxia, y Heber Doust Curtis, que pensaba que era necesario que nuestra
galaxia fuera una isla mds en un universo hecho de muchas, para explicar las observaciones de
estallidos en Andrémedal. Hubble zanjé el debate a favor de Curtis a partir de 1923. Gracias
a la observacién de variables cefeidas] demostré que la nebulosa de Andrémeda estaba fuera
de nuestra galaxiﬂ. Empezd, junto a Humason, a medir velocidades de galaxias (a partir

6Es famosa la revelacién de George Gamow en sus memorias contando que Einstein le admitié que la
constante cosmoldgica fue la mayor torpeza (blunder) de su vida. Su defensa sin embargo le debié durar
varios anos, llegando a cometer errores de calculo triviales, como Friedman noté al ver que dividia ambos
miembros de una ecuacién por una cantidad que pudiera ser nula (Gamow 1970, p. 44). Gamow no apunta
una fecha concreta de su arrepentimiento, pero parece que en una carta a Weyl de 1923 ya empezaba
a dudar (Weinberg 1989)), en su reuniéon con Hubble en Pasadena en 1931 ya lo reconocia abiertamente
(Battaner Lépez 2013| p. 143), y en 1932 present6 junto a De Sitter un modelo en expansién de espacio
pseudoeuclideo sin constante cosmoldgica (Sellés Garcia 2007, p. 262).

"Antes de que en 1914 Hubble se incorporara al observatorio Yerkes de la Universidad de Chicago,
oy6 una conferencia de Vesto Slipher en donde se hablaba de velocidades de alejamiento de galaxias en
torno a los 1000 km/s

8Llegaron a celebrar un encuentro el 26 de abril de 1920, en el Museo Nacional de Historia Natural
del Instituto Smithsoniano, en Washington (Ruiz Lapuente 2019, p.14).

9Las cefeidas son unas estrellas cuya relacién entre sus luminosidades y sus periodos es regular. En
1912 Henrietta Swan Leavitt descubrid la relacién entre el periodo y la luminosidad de veinticinco cefeidas
situadas en la Nube Menor de Magallanes. Midiendo el periodo se podria deducir la luminosidad vy,
comparandola con objetos cercanos, hallar distancias lejanas, cosa que no permitia el método de la
paralaje (Sellés Garcia 2007, p. 232).

10En realidad parece que Milton Humason habia descubierto antes esas cefeidas, y Shapley estaba infor-
mado de ello y lo oculté. Cuando su contrincante Hubble le notificé la distancia a Andrémeda este le dijo
a su companera Cecilia Payne: “Aqui estd la carta que ha destruido mi universo” (Battaner Lopez 2013,
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de su desplazamiento al rojo), encontrando que la mayoria se alejaban segiin una ley lineal,
v = Hyr, en donde r es la distancia y v la velocidad de recesidon de las nebulosas. Entonces
asignaron un valor de 558 km/s/Mpc a H. Mas adelante, el astrénomo de origen aleman
Walter Baade, que curiosamente habia trabajado en Mount Wilson durante la segunda guerra
mundial, recalibraria los periodos de las cefeidas, lo que suponia un universo mayor y mas
viejo, publicando un Hy de 263 km/s/Mpc en 1954, y en 1958, utilizando el telescopio de 200
pulgadas Hale, en el Monte Palomar, Allan Sandage calculé una constante de Hubble de 75
km/s/Mpc (Bondi 1960, pp. 39), cercano al valor actual. Aunque las distancias a sus nebulo-
sas en realidad eran mayores, Hubble pudo presentar dos articulos, el segundo con Humason,
en 1929 y 19314, La correspondiente relacion se daba entre el desplazamiento y la distancia,
z = (Hp/c)r, forma mas correcta que la ley de Hubbld.

En 1937 parece que Hubble ya habia comprendido el significado de la RG y admitia la
explicacion relativista del corrimiento al rojo. Su razén en distintos tiempos nos da idea de la
magnitud de la expansién del universo, debida a un alargamiento relativista de sus longitudes
de onda. Si en el tiempo actual es ag, por ejemplo, ag/a = A\g/A = 1 + z. En ese articulo,
ademds de tratar la variacién con el tiempo del factor de escala, a, también se incluia la
posibilidad de una variacién de esa variacion, es decir, una aceleracién o desaceleracién de
la expansién, d. Ademas del llamado parametro de Hubble, H = a/a, a partir de los afios
cincuenta, especialmente por un articulo debido a Hoyle y Sandage en 1956, se introdujo el
pardmetro de deceleracién o de Sandage, ¢ = —ai/a?> = dH ™' — 1, que representa también
el ritmo de variacién temporal de (H ! — t). La idea era clara, las ecuaciones de campo con
A = 0 predecian una fase de expansién suponiendo que la materia-energia fuera homogénea,
pero esa expansion se iria ralentizando debido a su atraccidn gravitatoria. Veremos en la seccién
siguiente que la terca realidad mostré lo contrario.

p. 84).

HE] valor de esta constante dio lugar al “Segundo Gran Debate” en la cosmologia, ya que su inversa
daba una estimacién de la edad del universo, y resultaba un universo demasiado joven en comparacién
con la datacién radiactiva de sus componentes (paradoja de la edad).

12Hubble no tenia excesiva formacién tedrica como para entender por qué esa velocidad no se inter-
pretaba como cinematica, sino como una expansién del propio espacio-tiempo, pero por aquel entonces
los relativistas asi lo hacian, y evité interpretar el desplazamiento al rojo como un efecto Doppler. La
hipétesis de expansién del universo estaba entonces ya madura. Aparte del germen experimental de Slip-
her, el trabajo cosmolégico de De Sitter la habia previsto trece anos antes, y el sacerdote belga George
Lemaitre en 1927 habia escrito un articulo en donde incluso daba una estimacién a esa constante de
proporcionalidad de 625 km/s/Mpc. Como se afirma en (Battaner Lépez 2013 p. 111), la ley Hubble
se podria llamar ley de Slipher-De Sitter-Lemaitre-Wirtz-Lundmark-Shapley-Humason-Hubble, pero la
historia de la ciencia esta repleta de casos en los que la gloria de un descubrimiento compartido se la lleva
un solo autor.

13La relacién v = Hyr no puede ser correcta para grandes distancias, puesto que la velocidad tiene como
limite la de la luz, ni de hecho es correcta para distancias muy cortas, dados los efectos de las velocidades
“peculiares” de las galaxias. En la practica supone unos limites aproximados de 0,01 < z < 0,2, lo que
indica que debemos estar aproximadamente en distancias mayores que unas decenas de Mpc y menores
que el Gpe (Galindo Tixaire 2005, pp. 116, 128)

4Como se ha dicho, la inversa de la constante de Hubble proporciona una estimacién de la edad del
universo actual, tg ~ Ho ' v a la cantidad ¢y — ¢ se la denomina tiempo retrospectivo, puesto que los
objetos desplazados al rojo se observan como eran en el pasado en un instante ¢ (Cepa 2007, p. 116).
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12.3. Aceleracion de la expansién

12.3.1. Energia del vacio. Energia oscura

Fue Lemaitre en 1934 el primero en interpretar el término cosmolégico como una energia
del vacio (Kragh 2008, p. 372). A la luz de las ecuaciones de Friedmann, el término con la
constante cosmoldgica representa una densidad de energia constante, py = A/(87), que serd
nula si lo es la constante cosmolégica. Ademas, al contrario que las densidades correspon-
dientes a la materia y a la radiacién, p,,, p,, que disminuyen al aumentar el factor de escala,
su constancia garantiza que voliimenes propios iguales en cualquier instante de la historia del
universo tendrdn la misma energia debida a la constante cosmoldgica, por lo que se interpreta
como una densidad de energia del vacio. Para mantener esta constancia debe haber algin
término que compense el cambio exactamente, para lo que se postula una presién negativa
del vacio. En efecto, suponiendo una ecuacién de estado lineal del tipo p = wp, donde w es
un ndmero real, y teniendo en cuenta que de las ecuaciones de Friedmann se puede dedu-
cir una evolucién de la densidad de la forma p = —3(p + p)a/a, la constante cosmoldgica
se interpreta como una densidad de energia correspondiente a una ecuacién de estado con
w = —1, es decir, p = —p. La presién, que se suponia que ejercia una fuerza gravitatoria
encaminada a frenar la expansion, debe ser reinterpretada en este caso como repulsiv, lo
que lleva a suponer alguna otra forma de energia distinta a la habitual, denominada por esto
energia oscura, término acuiado por Michael Turner y otros en un articulo de 1998. Por otra
parte, la segunda ecuacién de Friedmann se puede leer como H? = 8mp;/3 — €/a?, siendo
p¢ la suma de las contribuciones de todas las energias. Se puede definir asi una densidad de
energia critica, p. = 3H?/(87), que anularia el signo de la curvatura del universo, ¢ = 0. En
la cosmologia actual se usan densidades adimensionales de energia, refiriéndolas a la critica,
Q = pi/pe (2 = pi/p.). Estas densidades, como la critica, si dependen del tiempo, y sus
valores actuales son denotados con subindices cero, QZ-E. Si la densidad del universo es mayor
que la critica seria un universo esférico cerrado y si es menor un universo hiperbdlico abierto.
Actualmente la densidad del universo es muy cercana a la critica, lo que indica que habitamos
en un universo muy plano (|Q — 1| < 0,007).

Después de convivir varios modelos cosmoldgicos de explicaciones de la evolucién del uni-
verso, desde los afios cincuenta, gracias fundamentalmente a los trabajos de Alpher y Gamow,
fue calando la idea de un universo en expansién proveniente de una gran explosién (Big Bang)
que dio lugar a un plasma formado por un conjunto de protones, neutrones y electrones di-
vididos dentro de un mar de fotones. Cuando después de un minuto la temperatura bajé a
unos mil millones de grados, se produjo la llamada nucleosintesis primordial, formando ntcleos
de elementos ligeros como el helio, el deuterio o el litio. En las estrellas también se dan esas
sintesis, y su energia proviene de la fusién de hidrégeno en helio y, en realidad, se forman
todos los elementos mds pesados hasta el hierro. El resto de elementos nos pueden provenir de

15En los siglos XVII y XVIII, Benjamin Worster, Nicolas Saunderson, Gowin Knight o el mismo Imma-
nuel Kant, ya habian sugerido fuerzas de repulsién para evitar el colapso newtoniano (Sellés Garcia 2007,
p. 199).

16 Actualmente el pardmetro de Hubble tiene un valor de Hy ~ 67 km/s/Mpc, la densidad critica es de
unos 5 protones por m® ~ 10726 kg/m?3, y los valores de las densidades parciales se estiman en Q2,9 ~ 0,7,
Qyo~5,5- 107° y Qno ~ 0,3, siendo la parte de materia ordinaria tan solo Q,,0/5. La edad del universo
actual serfa tg ~ 13,8 - 10° afios (Ridjula 2015, p. 7).
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explosiones mucho mas energéticas de estrellas, las llamadas supernovas. Seglin esta teoria, el
universo se fue enfriando hasta que tuvo unos 3000 °C a la edad de 380000 afios, cuando los
electrones se ralentizaron y pudieron ser capturados por los nicleos, formando los atomos neu-
tros, proceso denominado recombinacion. Los fotones, liberados, pudieron viajar libremente,
y en 1964, gracias a una afortunada casualidad, los radioastrénomos Penzias y Wilson obser-
varon sus huellas, ya debilitadas, con una antena de la compania Bell Telephone. Los fotones
hallados se habian enfriado hasta una temperatura de 270 °C bajo cero (Casas 2010, p. 44).
Las diferentes medidas, hechas por satélites, de esta radiacién, sélo vinieron a corroborar la
teoria del Big Bang. Gracias a estudios espectroscépicos de Sakharov, Pebbles y Yu, y Sunyaev
y Zel'dovich, en los anos sesenta, se pudo analizar esta radiacién de fondo. Deberia responder
al espectro de radiacidon de un cuerpo negro, y los datos deducidos a partir de observaciones
a partir de los noventa y la teoria de la nucleosintesis apuntan a que tan solo un 6% de la
densidad critica es materia ordinaria. El resto se conoce como materia oscura, de naturaleza
desconocida, fria e invisible (no se tienen noticia de sus radiaciones), y ambas suponen tan
solo un 30 % de la densidad critica (£2,,0 ~ 0, 3). El término “materia oscura fria" (cold dark
matter, CDM), fue introducido por Peebles en 1982. Ademds, las teorias inflacionarias, creadas
en los ochenta por fisicos como Alan Guth o Andrei Linde para explicar los problemas tedricos
derivados del modelo de Big Bang, como la paradoja de la gran uniformidad de la radiacién
de fondo sin conexidn causal inicial, también preveian una densidad cercana a la unida. Por
tanto, el resto deberia provenir de una energia oscura cuyo rastro no nos llegd a partir de esta
radiacion de fondo.

12.3.2. Observaciones de supernovas

A partir de la década de 1990 se reavivé el debate de la constante de Hubble por los di-
ferentes resultados a los que llegaban distintos grupos de investigacidn por recalibraciones de
las cefeidas. Las supernovas termonucleares o de tipo la (SNla) son indicadores de distancia
mucho mas potentes que las cefeidas, ya que constituyen indicadores secundarios de gran al-
cance. En su agonia, algunas estrellas ya convertidas en enanas blancas forman sistemas dobles
con gigantes rojas y absorben masa de sus compafieras, provocando, si se supera el limite de
Chandrasekhar, una contraccién y una implosién que desencadena una fusién termonuclear de
carbono/oxigeno de muy alta energia. El brillo de las mds luminosas decae lentamente, y esto
las hace ser candelas calibrales mejores que las cefeidas, ya que, al tener mayor potencia, se
pueden calcular distancias mucho mayores, hasta miles de millones de afios luz (con las cefei-
das solo se podia llegar al orden del millén). Aunque esta curva de luz o caida de brillo de las
supernovas fue sugerida por Pskovskii en 1977, hasta mediados de los 90 no se pudo realizar
una buena calibracién, gracias a los telescopios de Caldn-Tololo, en Chile. Fue Mark Phillips
en 1993 el primero que presentd la relacidn entre el brillo y el declive de estas supernovas,
verificada con mas observaciones entre 1994 y 1996 por Mario Hamuy. Asi se disponia de un
diagrama de Hubble, o relacién entre distancias y corrimientos al rojo.

En 1988 se habia empezado a recuperar el viejo proyecto de Sandage, que en 1961 dejé

ITEstas teorfas suponfen también un campo escalar positivo, el inflatén, simulando una situacién de
presién negativa analoga a la de la constante cosmoldgica, pero en este caso dependiente del tiempo segin
la ecuacion del inflatén, el nuevo campo postulado, que regiria su evolucion.
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escrito que el futuro de la cosmologia observacional debia pasar por la bisqueda, ademas de
una constante de Hubble con precision, del pardmetro de deceleracion ¢. Con las observaciones
de supernovas se podia llegar a distancias cosmoldgicas, que se pueden asociar con desplaza-
mientos al rojo grandes (z > 0,5), y estudiar esa variacién del pardmetro de Hubble con el
tiempo. El proyecto, liderado por Saul Perlmutter, se denominé Supernova Cosmology Project
(SCP). Otro proyecto, el High-Z Supernova Search Team (HZT), empezé a trabajar en 1994,
con una metodologia ligeramente distinta, bajo la direcciéon de Brian Schmidt. En este ultimo
estaba Adam Riess, que se adelantaria a liderar la publicacién de los primeros hallazgos. Este
equipo obtuvo cuatro noches de tiempo de observacién en Tololo para un primer proyecto
piloto en el que descubrieron la supernova SN1995Y. Mas adelante se unieron al proyecto
mds investigadores americanos, australianos y chilenos. El grupo utilizé los telescopios Keck
de Hawaii y los de la European Southern Observatory (ESO) en Chile, aparte de contar con
acceso a los datos del Hubble. En el SCP se estudiaron 42 supernovas de alto corrimiento
al rojo y 18 de bajo, y en el HZT 14 supernovas de alto y 34 de bajo. Ambos proyectos
llegaron a la conclusién, en 1998, de que las supernovas aparecian entre un 10% y un 15%
mads distantes de lo esperado. La expansidn no se estaba ralentizando sino reacelerando, el
pardmetro de Sandage era negativo, qig9s ~ —0, 75@, y la impresién general es que volvia a
actuar una constante cosmoldgica en las ecuaciones de campo (Ruiz Lapuente 2019, p. 76).
De esta forma se inici6 la defensa del modelo estandar cosmoldgico que subsiste hasta nuestros
dias, el llamado ACDM, también conocido como modelo concordante. Los valores de densi-
dades encontrados entonces no distan mucho de los actuales: €2,,1998 ~ 0,27, Qp1998 ~ 0, 73.
Hay que decir que en las primeras conclusiones en los rangos de error también se podia dar
la ralentizacién de la expansién. La interpretacion como una nueva aceleracion en realidad se
“decidié” por votacién en un congreso cientifico celebrado en mayo de 1998, mes en el que
Riess encabezé la primera publicacién al respecto. Mds adelante, en observaciones hechas en
2001 a mayores desplazamientos al rojo, z ~ 1,7, se pudo descartar la ralentizacién con mds
fiabilidad, siempre que se aceptaran las calibraciones de las supernovas ((Cepa 2007, p. 54). Es
sabido que por este descubrimiento Saul Perlmutter, Brian Schmidt y Adam Riess recibieron el
Nobel de fisica en 2011. En 1998 se reedité el “Gran Debate” de 1920 en el Museo de Historia
Natural de la Institucion Smithsoniana, esta vez entre James Peebles y Michael Turner, y con
el tema de la naturaleza del nuevo universo. En 2013, los datos provenientes del telescopio
espacial Planck de la ESA (European Space Agency) corroboraron el modelo estandar del
universo ACDM, corrijiendo minimamente los valores de 1998.

12.3.3. Energia del vacio cuantico. El problema de la constante
cosmoloégica

En 1967 se resucité en cierta forma la idea de la constante cosmoldgica para explicar los
altos corrimientos al rojo, z &~ 2, de los objetos cuasi-estelares (cudsars), por Petrosian, Sal-
peter y Szekeres (Earman 2001] p. 205). Pero a partir de estas observaciones, el primero en
relacionar la constante cosmoldgica con la energia del vacio calculada con la teoria cuantica
fue el fisico soviético Yakov Zel'dovich en un articulo publicado en una revista rusa en mayo
de 1968, Su titulo era The cosmological constant and the theory of elementary particles,

8La inflexién, o el momento en el que ¢ = 0 se produjo a los 7,1 Ga de vida del universo [p. 131]
(Galindo Tixaire 2005]).
19Véase una reedicién y andlisis en, por ejemplo, (Sahni y Krasinski 2008)
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y alli se demostraba que una constante cosmoldgica no nula se podia deducir de un trata-
miento invariante relativista de las fluctuaciones del vacio cudntico, siempre que se aceptara
la ecuacién de estado de presidn negativa del vacio, p = —pa. Sus célculos demostraron que
las divergencias obtenidas en el cdlculo cudntico de una energia del vacio podian dar un valor
finito con una adecuada regularizacién. De esta forma se ponia de nuevo en el tablero la cons-
tante cosmoldgica, que ayudaria a los tedricos posteriores a aventurar hipdtesis para explicar
fendmenos como la inflacién o el que nos ocupa. En aquel tiempo habia cierto convenio en
poder considerar nula la constante cosmoldgica, pero como el mismo Zel'dovich declard, una
vez que Einstein la habia presentado ya “the genie has been let out of the bottle and it is
no longer easy to force it back in".

En efecto, se puede interpretar la constante cosmoldgica como relacionada con una densi-
dad de energia del vacio, sin mas que pensarla formando parte del tensor de impulsos, en lugar
de en el primer miembro, (7},,) .. = —%pvac (Bass 2015). Se tratara asi de una energia cons-
tante cuyo origen podria estar asociado a las fluctuaciones cudnticas del vacio que se derivan
del principio de incertidumbre de Heisenberg. Dentro del rango de incertidumbre energética de
este principio, se puede considerar el vacio como un mar de particulas “virtuales” vibrantes.
Siguiendo la tradicién de Fermi de hacernos idea de un orden de magnitud aproximado, lo que
los anglosajones denominan back-of-the-envelope calculation, podemos dar una estimacién
de esta densidad de energia. Suponiendo que nuestros osciladores cuanticos tienen una masa
igual a la caracteristica de nuestro sistema de unidades, la masa de Planc@, definida como
M, = \/he/Gx = 2,18-107® kg, en donde % es la constante de Planck reducida, y suponiendo
que vibra en un volumen correspondiente a su longitud de onda Compton, A\¢c = h/(M,c), lon-
gitud caracteristica de la vibracidén que tendria un fotdn con esa masa, entonces pyac ~ Mp/)\3 ,
lo que nos darfa un valor de py.. ~ 10 kg/m3, mientras que la densidad de energia oscura
que arrojan las observaciones, préxima a la critica, es de unos 5 protones por metro ctibico, es
decir, equivalente a py ~ 1072° kg/m?. Una diferencia nada menos que de {120 érdenes de
magnitud! Para el premio nobel Steven Weinberg, por ejemplo, uno de los creadores del modelo
estdndar de particulas elementales, “este debe el peor fracaso en una estimaciéon del orden
de magnitud de la historia de la ciencia” (Weinberg 1994] p. 178). Antes del descubrimiento
de la reaceleracion el problema era la explicacidon de una constante cosmoldgica nula, este era
realmente el llamado “problema de la constante cosmoldgica”. Se supuso que la contribucién
a la expansién del universo estaba condicionada por una constante cosmoldgica total, o efec-
tiva, escribiendo A = 87GNpyac + Ao, siendo Ay un posible término compensatorio. De esta
forma la contribucién de la energia del vacio cudntico podria cancelarse, pero ni con estas
ni con otras supuestas contribuciones hubo éxito, dado que la cancelacidon deberia tener una
alta precision (problema del ajuste fino). También se interpretaba la energia del vacio como
una consecuencia del efecto Casimir, que fue predicho en 1948 y medido experimentalmente
en 1997. Se trata de un efecto cudntico por el cual la presencia de placas metalicas paralelas
alteran el valor esperado de la energia del vacio, cuando estan separadas por distancias de
varios didmetros atémicos (lo que impide que se materialicen particulas que vibren con una
longitud de onda mayor que esa distancia), generando una fuerza atractiva entre ellas. Su
interpretacion, sin embargo, como el resultado de una energia del vacio cuantica es discutible,

20Ge supone la escala de Planck como el umbral de validez de la RG debido a que los efectos cudnticos
se deberian tener en consideracion y, a dia de hoy, como se sabe, no existe una teoria aceptada por la
comunidad cientifica a propdsito de la gravedad cudntica.
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dado que su magnitud es independiente de la forma de la regularizacién o limite de las fre-
cuencias de vibracién que se imponga artificialmente (Earman 2001, p. 209). En los dltimos
anos del pasado milenio la esperanza era el desconocido campo cuantico del bosén de Higgs,
que todavia no habia salido a la luz (Abbott 1989, p. 110).

Sin embargo, calculos mas precisos posteriores teniendo en cuenta las teorias cuanticas de
campos, la teoria de cuerdas, el campo inflacionario o el campo de Higgs tampoco han resuelto
el problema. La teoria cudntica de campos predice rupturas de simetria que se produjeron a
lo largo de la expansién del universo, dando lugar al desacoplo de fuerzas y la creacién de
nuevas particulas. Cuando uno pone en juego toda la potencia de este modelo debe admitir
ciertas técnicas que han funcionado con la mayor precisién en la historia de la fisica hasta el
momento. Una de ellas es la admisién de cotas de corte (cut offs) para las frecuencias altas de
vibracién de las particulas, lo que se conoce con el nombre de renormalizacion. Si uno quiere
sumar (integrar) las contribuciones de las vibraciones de particulas que dan lugar a un cierto
nivel de energia del vacio, lo que obtiene son cantidades infinitas. Estas cantidades se hacen
finitas si uno pone un limite superior de vibracion, normalmente asociado con la escala de la
que esté tratando la teoria. Estas técnicas no arreglan el problema de la constante cosmoldgica
ni en el caso de vibraciones de quarks ni en el del bosén de Higgs, aunque disminuyen el orden
de magnitud del error B, Por tanto, si uno no quiere poner en duda las técnicas de la teoria
cuantica de campos, los fisicos se ven abocados a suponer que algo anda mal. El problema de
la constante cosmoldgica pasé a ser “el problema de la energia oscura”. Habria que admitir
hipdtesis adicionales, algunas de ellas las vemos a continuacién.

12.4. Posibles explicaciones

12.4.1. Principio antrépico

El principio antrépico fue introducido en el contexto de la expansiéon del universo por
Gregory Idlis en la URSS y Robert Dicke en EEUU en 1960, y bautizado por Brandon Carter en
1967 (Kragh 2008, p. 382). Viene a afirmar que el universo es tal y como lo vemos precisamente
porque podemos verlo asi, y en este sentido no cabe preguntarse por la causalidad de las
magnitudes de ciertas constantes. Hay una versién fuerte de los ochenta, creada por John
Barrow y Frank Tipler, que viene a defender que la evolucién del universo estaba obligada
a crear vida inteligente que se preguntara sobre la evolucién del universo, argumento que a
primera vista parece que tiene tintes tautoldgicos. Antes del descubrimiento de la reaceleracion,
se especulaba sobre el hecho de que quizas el universo tuviera una constante cosmoldgica
nula precisamente para que su evolucién no fuera tan acelerada como para no dar tiempo a
la evolucién de la vida (Weinberg 1994, p. 179). Pero precisamente este mismo argumento
también vale para el caso del universo reacelerado actual. Ateniéndonos a las ideas de Andrei
Linde sobre la inflacién eterna pueden existir un conjunto infinito de universos cada uno con
una energia del vacio particular. Un célculo hecho precisamente por Steven Weinberg en 1987
dio un margen para p, entre -10 y 100 veces el valor de p,, para el desarrollo de la vida en
el universo (Casas 2010, p. 110). El universo actual tendria prg >~ 2,3p0, con lo que entraria

21Vanos intentos, nada menos que 56 cifras decimales separan por ejemplo el célculo detallado de la
energia debida al campo de Higgs respecto de la medida (Bass 2015] p. 6).
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dentro de ese rango. Quizas en la mayoria de los universos ese valor excederia con mucho el
rango posible y no habria vida inteligente, pero en el nuestro se ha debido producir alguna
cancelacién por parte de alglin otro tipo de energia de forma que estemos en un universo
que pueda ser pensado. Ideas relacionadas con el principio antrépico en cosmologia fueron
propuestas por Lee Smolin en su seleccion cosmoldgica natural y retomadas por el tedrico de
cuerdas Leonard Susskind en su paisaje césmico (Susskind 2007, p. 181).

12.4.2. Quintaesencia, energia fantasma y otros campos

La determinacién de la ecuacién de estado de la energia oscura es uno de los objetos de
investigacion en las explicaciones de la reaceleracion del universo. La energia oscura puede
suponerse que no sea de tipo vacio, es decir, que su ecuacién de estado no tenga w = —1. De
hecho cualquier w < —1/3 daria lugar a aceleraciones de la expansién. El caso de la energia
oscura denominada quintaesencia estaria en el rango —1 < w < —1/3 pero no seria constan-
te sino que dependeria de z. La integracidon de las ecuaciones de Friedmann en este caso no
podria ser analitica, salvo para w = —2/3. La quintaesencia es un campo escalar que ha de ser
derivado a partir de un lagrangiano, como se suele realizar en teoria de campos, que definira el
potencial que dard lugar a la dependencia funcional con z. En esta linea estd trabajando, por
ejemplo, Cumrun Vafa, que hizo su tesis bajo la supervisién de Edward Witten, en Princeton??.

Otra variante es la llamada energia fantasma, en donde w < —1, llamada asi porque
la densidad de energia mas la presién darian un valor negativo. No se ha encontrado un
lagrangiano que la represente y viola la causalidad. No hay por tanto un potencial estable
que la defina. Ademas, la expansion predicha por este modelo es colosal, y el factor de escala
divergeria, fendmeno conocido como “la Gran Fuga” (Big Rip). En los dltimos diez afios se
vienen proponiendo teorias con distintos campos escalares que interaccionan con el campo
fantasma y cuyas ecuaciones de estado oscilen a través de la barrera de w = —1. Estos
modelos pertenecen a lo que se denomina quintom scenario, por una mezcla de las palabras
inglesas quintessence y phantom.

12.4.3. Revision de teorias o métodos

Una opcidn seria echar por tierra las hipdtesis fundamentales del PC y suponer universos in-
homogéneos y/o anisétropos. El mismo Einstein, junto con Straus, propuso en 1945 un modelo
de RG que “pegaba” una solucién local de las ecuaciones con una cosmoldgica. Actualmen-
te también se han creado modelos de RG inhomogéneos que no necesitan la energia oscura
para explicar la reaceleracién (Célérier 2007} [Temple y Smoller 2009), pero aunque también
cosmoélogos de la talla de George Ellis vienen poniendo en cuestién el PC (Ellis 2017)), es-
tudios del fondo césmico de microondas aseguran la anisotropia del universo solamente en
una parte en 100000, suficiente para atisbar las semillas de la formacién de galaxias. Ademas,
entre 1997 y 2001 se hizo una distribucién de galaxias por conteo en todas las direcciones en
Arizona y en Chile, el proyecto 2MASS (Two Micron All-Sky Survey), catalogando mds de

22Edward Witten es muy conocido entre los fisicos tedricos por ser uno de los mayores expertos en
teoria de cuerdas. Hay que decir que la mayoria de los tedricos de cuerdas, como Leonard Susskind, se
muestran muy esperanzados en la resolucién de todos los problemas tedéricos mediante sus teorias. El
problema es que llevan del orden de cuarenta anos esperanzados sin demasiados frutos visibles.
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300 millones de objetos que han dado una imagen isétropa del universo a gran escala. La ho-
mogeneidad ha sido comprobada recientemente, entre 2009 y 2014, gracias al proyecto BOSS
(baryon oscillation spectroscopic survey), encontrando un limite de esta de tan solo 64,3 Mpc,
lo que asegura la homogeneidad a gran escala supuesta en el PC (Ruiz Lapuente 2019, p. 103).

También existen intentos de alternativas a la RG que no necesitan de la constante cos-
moldgica o tienen otros términos parecidos, algunas de ellas conteniendo a la RG como caso
particular. Las mas exitosas eran aquellas que introducian un campo escalar de tal forma que
su interaccidn con el de la gravitacidn hacia que las ondas gravitatorias se propagaran a veloci-
dad distinta a la de la luz. Sin embargo, la senal de onda gravitatoria GW170817 detectada en
2017 por los observatorios LIGO y Virgo y otras posteriores han confirmado una transmisién
acorde con la RG esténdar.

Por Gltimo, se puede argumentar que es necesario revisar el principio de equivalencia y
no suponer que las mismas leyes fisicas valgan para z >> 1 (grandes distancias), o modelos
nuevos para la propagacién de la luz (luz cansada) o que de hecho haya habido problemas
sistematicos en el disefio de las observaciones experimentales, debidos a la interaccién de polvo
intergalactico, a variaciones intrinsecas de la luminosidad de las supernovas (por ejemplo, por
cambios en su metalicidad), etc. El corrimiento al rojo por ejemplo se podria deber a un
efecto Doppler causado efectivamente por movimientos ‘“reales” de las galaxias. Famosa es,
por ejemplo, la disidencia contra la asociacién del desplazamiento al rojo con la expansién
del universo del astrénomo estadounidense Halton Arp en 1992, afirmando observaciones de
objetos a la misma distancia con distintos desplazamientos al rojo, que fueron rechazadas como
deficientes por la comunidad cientifica, denegandole tiempo de estudio en Monte Palomar
(Arp 1992). El Segundo Gran Debate, por ejemplo, sigue vigente en nuestros dias, teniendo
en cuenta que los valores de H obtenidos a partir de las cefeidas del cimulo de Virgo por el
telescopio espacial Hubble han dado resultados distintos que los obtenidos a partir del fondo
c6ésmico por el satélite Planck (Ruiz Lapuente 2019, 100). Una tercera via fue abierta a partir
de la deteccidon de ondas gravitacionales, y los resultados obtenidos parece que estdn en el
rango de los valores en disputa. Sélo queda esperar que nueva fisica pueda explicar de verdad
los grandes interrogantes que se ocultan detrds del modelo concordante.

12.5. Conclusiones

En este trabajo se ha hecho un breve repaso a la situacién actual al respecto de las teorias
de expansion y reaceleracién del universo, relacionadas con el término cosmolégico introducido
por Einstein. Se ha visto la dificultad que tiene la ciencia cosmoldgica para elaborar teorias glo-
bales del universo a partir de observaciones locales, y la necesidad de aceptar a priori principios
de tipo metafisico cuya comprobacién experimental a veces no es demasiado sélida. En este
sentido se han analizado los problemas asociados con la constante cosmolégica introducida por
Einstein hace mas de un siglo, y su posible reinterpretaciéon actual como una energia oscura de
la que solo se tiene noticia indirectamente. Por ltimo, se ha hecho una breve exposicién de
las posibles explicaciones a este problema indicando que, a dia de hoy, no hay un consenso en
la comunidad cientifica acerca de ninglin camino en concreto, y sigue siendo motivo de debate.
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Sin embargo, no es necesario tanto escepticismo al respecto, si uno conoce la idiosincrasia
de la ciencia cosmoldgica y sus dificultades. No parece, por ejemplo, que se pueda renunciar
al PC sin aceptar a cambio algln prejuicio antrépico con matices teoldgicos, y la observacion
experimental viene apoydndolo de forma bastante convincente. Ademds, son numerosas las
teorias que si han dado pruebas de su robusted a lo largo de la historia, como la misma RG
como punto de partida a los distintos modelos cosmolégicos. En cuanto al modelo ACDM
vigente en la actualidad, ya en 2007, a pesar de la falta de explicaciones de tantas medidas, se
daba cierto convenio en aceptar este paradigma (Cepa 2007, p. 464). La teoria del Big Bang
parece que ofrece la mayor cota de credibilidad, por los numerosos indicios experimentales y
tedricos que se han encontrado que la avalan (nucleosintesis primordial, fondo césmico...), y se
acepta la expansion del universo como la sobreviviente de todas las alternativas que ha habido,
si bien su parte inflacionaria todavia es deficitaria tanto desde el punto de vista tedrico (origen
del inflatén) como experimental (solamente evidencias indirectas). En cuanto a la energia
oscura, tratada en este trabajo, parece que es la pata mas floja de este modelo, y se precisaran
mas medidas y, quizds, una nueva fisica capaz de explicar el problema. Hay esperanzas en
los proyectos al respecto de la ESA, el satélite Euclides, que deberia ser lanzado en junio de
2022, y en el de la NASA en esa misma década, el Telescopio de Sondeo Infrarrojo de Campo
Amplio (o en inglés, Wide Field Infrared Survey Telescope, WFIRST), rebautizado este mes
como Telescopio Espacial Roman, en honor a la astrénoma Nancy Grace Roman, “madre” del
telescopio Hubble. No obstante, la discrepancia en la convergencia con las teorias cudnticas de
campos hace pensar que probablemente la solucién venga de la mano de la anhelada unificacién
de la teoria cuantica con la gravedad, cuya blsqueda en breve cumplird también el siglo.
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El intento de concebir la teoria
cuantica como una descripcion
completa de los sistemas individua-
les da lugar a interpretaciones poco
naturales que se pueden evitar si
uno acepta que la descripcidén se
refiere a conjuntos de sistemas vy
no a sistemas individuales.

A.Einstein (Schilpp 1949)
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Capitulo 13

ESTADOS, PREPARACIONES Y
OBSERVABLES

13.1. Introduccion

Comenzaremos con este pequefio interludio tedrico para analizar tres de los conceptos
fundamentales y que mas rios de tinta han hecho correr dentro del contexto de la Mecanica
Cudntica, los de observable fisico, preparacién y estado de un sistema.

13.2. Observables

En Mecénica Cudntica llamamos observable de un sistema fisico a toda magnitud suscep-
tible de ser medida experimentalmente. Nétese que en este sentido no todas las magnitudes
fisicas cldsicas son observables, por ejemplo la entropia no lo seria.

De la misma forma, debemos ser cuidadosos y distinguir entre los observables cuanticos y
los operadores matematicos que los representan, una confusiéon alimentada por muchos autores,
incluido el propio Dirac. En efecto, veremos mas adelante como, aunque la teoria diga que
cuando dos observables conmutan se pueden medir simultdneamente con maxima precision,
en realidad se trata de un abuso del lenguaje, ya que lo que conmutan son los operadores que
los representan, y para medir los observables habra también que salvar el trdmite de disenar
un experimento que los determine.

13.3. Preparaciones

Cuando medimos experimentalmente cierto observable sobre un sistema cudntico, en ge-
neral obtendremos diferentes valores del mismo para los diferentes experimentos, aun cuando
el sistema haya sido preparado de la misma forma, es decir, sometido a las mismas operaciones
experimentales relevantes.

Sin embargo, si realizamos el experimento un gran nimero de veces, obtendremos una
distribucién de probabilidad consecuencia de las frecuencias de repeticién que si serd estable
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cuando el nimero N de experimentos tienda a infinito. Tendremos siempre la misma distri-
bucién de probabilidad para cada experimento aun cuando los resultados de los experimentos
individuales no se puedan reproducir. Pues bien, una preparaciéon (a veces también llamada
medida de primera especie) debe determinar esas distribuciones de probabilidad para todas
las medidas individuales.

13.4. Estados

Llamaremos estado de un sistema cudntico al conjunto de distribuciones de probabilidad
que se pueden obtener para cada observable estudiado. Del mismo modo podemos asociar con
estado al conjunto de sistemas igualmente preparados.

Hay que hacer notar que el concepto de estado es uno de los mas controvertidos en
Mecdnica Cuantica, y a veces se le ha relacionado con las propiedades individuales de un
sistema, hasta que se vio que eso podria llevar a contradicciones. La posicion moderna a este
respecto consiste en identificar estado con un conjunto de sistemas igualmente preparados, o
bien con un conjunto de distribuciones de probabilidad para varios observables.

13.4.1. Estados puros

Si preparamos un sistema de modo que podamos medir la mayor cantidad posible de ob-
servables sobre él, tendremos la representacién de un estado con informacién maximal. A este
tipo de estados se los denomina estados puros.

Observemos que, en Fisica Cldsica, un sistema asi preparado devolvera siempre la misma
medida sin dispersién para todos los observables, cosa que no ocurre en Cudntica, en donde
existiran observables con dispersién incluso en estados puros.

La informacién sobre qué observables constituyen esa informacion maximal del estado la
obtendremos de la experiencia, y por tanto no se puede conocer a priori.

13.4.2. Estados mezcla

Cuando esta preparacion del sistema no es maximal, es decir, cuando se desconocen las
distribuciones de algtin observable, se hablard de estados mezcla.

Veremos mas adelante que todo estado mezcla es una combinacién lineal de estados puros.
Por tanto, la expresién del estado mezcla no serd (nica y dependerd de la base de estados
puros que se determine. Esto no significa que cualquier combinacién lineal de estados puros
sea un estado mezcla. Los estados puros son casos particulares de los estados mezcla, y su
consideracién como tales nos la dara el conjunto de observables para los que esté definido. Es
por esto que algunos autores prefieren evitar el término estado mezcla y llamarlos estados no
puros, y otros utilizar el término mezcla estricta.



Capitulo 14

LOS POSTULADOS DE LA
MECANICA CUANTICA

14.1. Introduccion

Aunque el nacimiento de la teoria cuantica se sitia en 1900, con el descubrimiento del
quanto de Max Planck, no fue hasta los anos 30 cuando se establecen los principios de la
Mecanica Cuantica moderna. Estos principios se relacionan fundamentalmente con los traba-
jos de Born, Dirac y, sobre todo, John von Neumann (1932).

La axiomatizacion dada por von Neumann perdurdé durante mas de medio siglo en la ma-
yoria de los libros cldsicos de Mecanica Cudntica. Sin embargo, en los anos 90 la mayoria de
los fisicos empezd a adoptar una actitud critica hacia esa forma de postulacién, especialmente
en lo que concernia al desarrollo intuitivo de la misma y, sobre todo, al tratamiento que se
hacia del problema del colapso de la funcién de onda.

En efecto, a pesar de que en los textos clasicos se parte del concepto de estado para pasar
luego al de observable incluyendo como postulados el colapso, la evolucién temporal y las rela-
ciones de incertidumbre, una visién mas moderna consiste en partir del concepto de observable
suprimiendo los tres Gltimos postulados a los que se llegard por diferentes consideraciones, y
manteniendo sélo el postulado de Born acerca de la interpretacion probabilistica. Una vision
mas cercana a ésta Ultima serd la que adoptemos en estos apuntes.

No obstante, hay que remarcar que las conclusiones experimentales a las que se llega con
cualquier conjunto de axiomas que se puedan elegir son, y de hecho deben ser, exactamente las
mismas, no tratdndose esto, en mi opinién, mas que de una mera cuestion formal. De hecho
para la mayoria de los fisicos, que no trabajan en los fundamentos de la Mecéanica Cuantica,
es esta una cuestién transparente.
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114 14. Los postulados de la Mecanica Cudntica

14.2. Postulado I. Marco matematico.

I. Cada sistema cuantico se estudiard con un espacio de Hil-
bert 7 complejo, separable y equipado.

Al margen de consideraciones topoldgicas, un espacio de Hilbert separable es un espacio
en donde se puede definir un producto escalar y una base lineal finita o infinita numerable
(base de Hamel).

El concepto de equipacion del espacio se escapa de los objetivos de estos apuntes. Baste
decir que se puede consultar en los trabajos del matematico ruso Israel Gelfand y que nos
permitird incluir una serie de funciones generalizadas debidas a Dirac.

14.2.1. Espacio dual. Notacién de Dirac.

Seglin esta notacién, los vectores de .7 se llaman vectores ket y se denotan con |V).
También se define un espacio dual 77", isomorfo al anterior, en el que cada vector de 77 es
tratado como un funcional lineal ® de 7#” que a cada elemento de J# le asocia un escalar. A
estos vectores se los denomina vectores bra, y se denotan como (Q|:

o(T) = (B[T) € C (14.1)

y, légicamente, en esa definiciéon se asume que se usara el producto escalar definido en cada
espacio de Hilbert.

Habitualmente en espacios discretos los vectores ket son vectores columna y los vectores
bra son vectores fila. En ese sentido, se puede ver que, asi como un ket por un bra es un
c-ntimero o simple nimero complejo (por usar términos de Dirac), un vector ket por un bra
sera un g-nimero u operador, y si ambos coinciden en el primer caso obtendremos la unidad
y en el segundo la identidad.

14.2.2. Cierre del espacio de Hilbert

En cada espacio de Hilbert podemos definir una base ortonormal |i) de forma que (i|j) =
dij, usando la delta de Kronecker o de Dirac dependiendo del caso discreto o continuo.

Con esta base podemos definir la relacion de completitud o de cierre del Hilbert usando
la descomposicién de la identidad

I = Z 1) (i (14.2)

de modo que cualquier vector arbitrario |v) del espacio pueda desarrollarse en esa base:

v) = ZIZ’)(N |v>=ZIi><ilv>EZvili> (14.3)

7
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14.2.3. Operadores lineales
Sobre los vectores del espacio de Hilbert definiremos operadores lineales A, que cumplen:

A Zai\vﬁ :ZaiAhji)

i
y que normalmente usaremos por medio de sus representaciones matriciales en cada base:
Aij = (ilA]j) € C
La traza de un operador lineal en una base dada sera pues:

Tr(A) =) (iAli)

i

Cuando al aplicar un operador sobre un vector obtenemos:
Alv) = vlv)

diremos que |v) es autovector de A con autovalor v. Es conocido por élgebra que los auto-
valores se hallan igualando a cero el llamado polinomio caracteristico P(v) = |A—vI| =0,
que no depende de la representacién elegida.

El operador tendrd una representacién diagonal en sus autovectores ortonormales, si los
hubiera:
A=Y\l
Se define el operador adjunto A™ de A a aquel que cumple:
(v](AJw)) = ({(v|AT)[w)

Un operador es hermitico o autoadjunto cuando coincide con su adjunto (ejemplos claros
son los proyectores o la identidad). Es muy facil demostrar que los autovalores de un operador
autoadjunto son reales.

Un operador U es unitario si se cumple que UTU = I, lo que implica también que
UU* = I. Estos operadores son isometrias, es decir, conservan los productos escalares y son
por tanto los indicados para describir las evoluciones reversibles:

(W|UTU|w) = (v]w)

Los operadores unitarios y autoadjuntos forman parte de un conjunto mayor, los operadores
normales, que cumplen NTN = NN*.

Los operadores normales tienen la particularidad de que siempre se puede encontrar una
base de autovectores ortonormal, es decir, seran diagonales en esa base. Esto constituye un
teorema de descomposicion espectral que por su importancia vamos a demostrar a continua-
cién.
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Teorema 14.2.1. (Teorema de descomposicion espectral) Cualquier operador normal N
sobre un espacio de Hilbert 7€ es diagonal respecto a alguna base ortonormal de F

Dem: El hecho de que un operador con representaciéon diagonal es normal es muy facil de
demostrar, asi que nos vamos a detener en la demostracién de la implicacién directa, es decir,
vamos a probar que cualquier operador normal tiene una representacién diagonal.

La demostracién se suele hacer por induccién sobre la dimensién del Hilbert. Para dimen-
sion 1 es trivial, ya que todos los operadores, légicamente, son diagonales.

Hay que probar por tanto que si se cumple para n—1 se cumplird para n. Para eso vamos a
intentar descomponer el operador N. Si suponemos que P es el proyector sobre el subespacio
de uno de los autovalores de N y ) el proyector complementario, es obvio que P + () = I.
Por tanto podemos poner:

N=(P+Q)N(P+Q)=PNP+ PNQ+ QNP+ QNQ =PNP +QNQ

Debemos justificar esas dos cancelaciones. Que QN P es nulo es evidente, dado que P sobre
un vector por la derecha proyecta sobre el subespacio de autovalores de N y () es justamente
el proyector ortogonal que anularia todo.

Para la anulacién de PN (@ hay que hacerlo actuar sobre un vector por la izquierda, y se
llega a la misma conclusién que en el caso anterior, P y N dejaran al vector en el subespacio
ortogonal a ().

Por dltimo, si probamos que QN es normal, como se aplica al subespacio restringido
de dimensién n — 1, habrd que admitir que es diagonal por el principio de induccién, y es
obvio que PN P ya es diagonal sobre cualquier base que contenga al vector perteneciente a
P. Para probar lo primero usamos el hecho de que N es normal, que Q?> = 0 y la identidad
QN = QN(P + Q) = QNQ y tenemos que QNQONTQ = QNQNTQ = QNNTQ =
QNTNQ = QNTQNQ = QNTQOQNQ, luego QNQ es normal y ya estaria demostrado el
teorema.

O

De aqui se deduce que todo operador normal, o autoadjunto, o unitario, se podra siempre
descomponer en términos de sus autovectores o de los proyectores ortogonales sobre los mismos
en la forma:

0= Z)\z|2><l| = Z)‘ipi
Y p=1I (14.4)
%g:%g

siendo |i) la base de autovectores con los autovalores \; y P; los proyectores sobre los subes-
pacios de autovalor ;.
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14.3. Postulado II. Estados y observables.

Il. Un estado es representado por un operador p, también lla-
mado matriz densidad, no negativo, autoadjunto y de traza
unidad. Los observables también seran operadores autoad-
juntos, y sus autovalores serdn los posibles valores de las
magnitudes fisicas.

14.3.1. Expresion de los estados. Matrices densidad y vectores.

El hecho de que el operador estado sea autoadjunto nos garantiza que se puede descom-
poner en una representacion espectral de la forma:

D= Z il W) (W] (14.5)

en términos de sus autovalores y autovectores ortonormales, en donde hemos supuesto un caso
discreto por conveniencia.

Aparte por las condiciones del postulado se debe cumplir:
0<p;, <1 con Zpizl (14.6)
llamandose este tipo particular de combinacién IinealZ combinacion convexa.
Dentro de los estados mezcla se encuentra el caso particular de los estados puros:

p=|U)(¥| (operadores de proyeccion, p* = p) (14.7)

A menudo se asocia en este caso el estado del sistema no con su matriz densidad sino con
el llamado vector estado |W) que al ser un rayo unidad en el espacio de Hilbert tendrd una
ambigliedad de fase y existird la equivalencia:

[T) )W) (14.8)

Sin embargo, el operador estado (I4.7)) es independiente de esta fase arbitraria. Ademas,
se puede probar como teorema que estos estados puros no pueden ser representados por com-
binaciones convexas de otros estados, al contrario que los estados mezcla estricta.

Hay que destacar que la representacién de un estado no puro como combinacién convexa
de estados puros no es Unica y depende de la base que utilicemos, que no tiene por qué ser

siempre la base de autovectores ortonormales.

Como ejemplo, en un espacio de Hilbert de dimensidén 2, sea un estado no puro preparado
en los estados puros no ortogonales:

[®1) = < " ) |®y) = % < 1 ) (14.9)

—_
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de la siguiente forma:

1 3 170 3 1
p= o0+ Jlee =3 (1) (0 1)+ 3

pero también podemos hacer otro desarrollo calculando sus autovectores y autovalores, obte-
niendo:

p= %\‘1’1><‘1’1\+47—§@\‘1’2><‘1’2| (14.10)

en donde se han usado en este caso los autovectores ortonormales:

1 1
1) = /50735 | 1+ V10 W) = /359735 | 1 — V10 (14.11)
3 3

14.3.2. Conjunto completo de operadores que conmutan.

Vamos a demostrar dos teoremas relativos a las propiedades de los operadores que nos
seran de mucha utilidad.

Teorema 14.3.1. Si A y B son dos operadores autoadjuntos que poseen un conjunto
completo de autovectores y que conmutan (es decir [A,B] = AB — BA = 0), existe un
conjunto completo de autovectores de ambos.

Dem: Sean los dos conjuntos de autovectores:

Alay) = anlay)

B|bm> = bm‘bm>

Se puede desarrollar |a,,) en la base de autovectores de B y haciendo uso de la definicién
de autovector obtendriamos:

Si se anularan todos los términos por separado tendriamos demostrada una implica-
cién, ya que |b,,) seria también autovalor de A. Para que se anulen todos los términos del
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sumatorio por separado debemos demostrar su independencia lineal. Si operamos con B
por la izquierda y usando la conmutatividad en cada término del sumatorio obtenemos:

B(A — a,)|bp) = by (A — ay,)|by)

es decir, (A—ay,)|b,) es autovector de B con autovalor b,,, y por tanto todos los términos
del sumatorio seran ortogonales y se tendran que anular por separado, lo que quiere decir
que |b,,) también serd autovalor de A.

Con un sencillo calculo algebraico obtendriamos la implicacién inversa y concluiria la
demostracion. 0J

Esto se puede ir haciendo para el resto de operadores conmutantes que encontremos. En
general el grupo de estos operadores en el que no hay degeneracién (para cada autovalor existe
un Unico autovector) se denomina conjunto completo de operadores que conmutan.

Teorema 14.3.2. Cualquier operador que conmute con un conjunto completo de opera-
dores que conmutan serd funcion de los operadores de ese conjunto.

Dem: Sea el conjunto (A, B, ...) de operadores con autovectores |a,, by, -+ ):

A|anabm> :an|anabm"'>
B|an7bm> :bm|an7bm>

y sea F' el operador que conmuta con todos ellos. Por el teorema anterior ahora el
conjunto completo serfa el ampliado (A, B, -- -, F'). Pero los vectores |a,, by, - -) son los
unicos autovectores del conjunto completo en ese espacio de Hilbert, luego deben ser
también autovectores del ampliado:

Flan, by ) = fam-|@n, bm - +)

y por tanto debe haber una funcién tal que:

fnm = f(a'nabma c )
U

14.4. Postulado III. Valores medios y probabilidad.

I. El valor medio de una variable dindmica O (que puede re-
presentar un observable) en el conjunto de estados igual-
mente preparados representados por el operador p es

<0 >,=Tr(pO)

y nos dara también la distribuciéon de probabilidad de esa
variable en la base del espacio de Hilbert considerada.
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14.4.1. Valores medios.

Vamos a ver la expresién general que tiene el valor medio de un observable por medio de
cierta base ortonormal:

<0 >,=Tr(p0) =) (Vi|pO|¥;) = ZZ(‘I’A‘I’]'}]?]'(\I’J-\O\\I’Q = Zpi<‘1’i|0|‘1’i>

i

y légicamente si estuviéramos en el estado puro representado por el vector |W) el valor medio
se reduciria a:
<0 >= ([0]¥)

es decir, se puede decir en general que el valor medio del observable en un estado cualquiera
es el promedio estadistico de sus valores medios en cada estado puro y cuyos pesos son
precisamente los coeficientes de la descomposicién convexa del estado en esa base.

14.4.2. Probabilidad.

Sea A un observable, supongamos que de espectro discreto (el caso continuo es muy
parecido), en su descomposicién espectral de autovectores:

A= mexm

Si quisiéramos estudiar una funcién de ese observable, es asumible pensar que podriamos
usar esta descomposicién. Podemos utilizar la funcién de Heaviside (o funcién escalén):

1 si r>A
Q(T_A)_{O st r<A

Vamos a preguntarnos por una densidad de probabilidad ¢(r), que nos daria la probabilidad
de encontrar al sistema con un valor del observable en el intervalo [r,r 4 dr] en un estado
arbitrario p. Entonces la probabilidad de que el observable A tuviera un valor menor que r
seria:

Prob(A < r|p) =< 8(r— A) >,= / g(r)dr'

—0o0

pero por otra parte, por el tercer postulado y las consideraciones hechas arriba:
<O(r—A)>,=Tr{pd(r —A)} = ZG D{(rilplr:)
luego, igualando

—00

| ot = 3 0t = rinloln)
es decir
9(r) =5~ [ZH i) (rilplrs) ] = 25(7“ — i) (rilplr)
lo que indica que los tnicos valores de probabilidad no nula son los autovalores del
observable.



14.4. Postulado Ill. Valores medios y probabilidad. 121

Vamos a preguntarnos ahora por la probabilidad de que se obtenga un valor arbitrario r de
ese observable en el estado p:

Prob(A =rlp) = lin%{Prob(A <r+elp)—Prob(A<r—elp)}=
€E—
r+e

r4€
1z / r ) AR I I ) )
—ting [ gy’ = S rlolr Yy [ 67 = rar’ = ol

e—0 ree

(14.12)

Usando el operador proyeccidon sobre el subespacio de autoestados con autovalor r; = r:
P(r) = |ri)(rild.s,
i

con el que, usando la propiedad ciclica de la traza, obtenemos la expresién general para la
probabilidad:

Prob(A = r|p) = Tr{pP(r)} (14.13)

en donde se pueden ver los dos factores en juego, el estado del sistema y el filtro correspon-
diente al valor concreto del observable.

En el caso particular de un estado puro p = [1)) (1| se obtiene la expresién:
Prob(A = rlp = [1)) = > [(ri[e))*6,..,

y si lo que queremos comprobar es un autovalor no degenerado r = r; tenemos la conocida
expresion:

Prob(A = r|p = [¢)) = [{r[v)[* (14.14)

Hay que hacer notar en este Gltimo caso que la probabilidad seria la certeza absoluta en el
caso de que se esté en un estado autovector del observable y se quiera medir el correspondiente
autovalor, y nula en el caso de que estemos en otro estado puro ortonormal.
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Capitulo 15

LA ECUACION DE
SCHRODINGER

15.1. Introduccion

En 1926, el fisico austriaco Erwin Schrodinger derivé una ecuacién de ondas desde el
principio variacional de Hamilton inspirandose en la analogia existente entre la Mecanica y la
Optica. Esta ecuacidn, cuya formulacién se puede ver en el articulo An Undulatory Theory of
the Mechanics of Atoms and Molecules de la revista Physical Review, explicaba mucha de la
fenomenologia cuantica que se conocia en aquel momento.

Aunque estaba claro que esta ecuacidn describia la evolucién temporal del estado cudntico
de un sistema fisico no relativista, fue pocos dias después de su publicacién cuando el fisico
alemdn Max Born desarrollé la interpretacidn probabilista del objeto principal de la ecuacién,
la funcién de onda, que sigue vigente hoy en dia ya que entré a formar parte de la llamada
interpretacion de Copenhague de la Mecanica Cuantica, con la que Schrodinger nunca estuvo
del todo de acuerdo. Sus ambiciones al abordar la tarea eran encontrar, en analogia con la
Optica, el limite en el cual se pudieran describir de forma determinista las trayectorias de las
particulas. Llegd a proponer una interpretacién de la funcién de onda como densidad de carga
que no fructificé. En este sentido Schrodinger fue, al igual que Einstein, profeta y hereje de la
teoria cudntica.

El desarrollo que haremos aqui no es el histérico. Partiremos de principios de simetria
apoyados en el teorema de Wigner, fisico hingaro artifice entre otros de la llamada interpre-
tacién ortodoxa de la Mecanica Cudntica, para llegar a una formulacién general que devenira
la original de Schrodinger cuando nos ocupemos de la representacién en el llamado espacio de
posiciones.

15.2. Transformaciones de simetria
Como se ha dicho en estos apuntes, las leyes fisicas deben ser invariantes bajo ciertas
simetrias, representadas por las transformaciones de los objetos matematicos que definen estas

leyes. En particular en Mecdnica Cudntica cabe preguntarse por las transformaciones de los
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estados y de los observables:

A— A
|T) — [W')

En el caso cuantico estas transformaciones deben cumplir lo que constituye la esencia del
llamado teorema de Wigner, es decir, que los observables transformados deben poseer los
mismos conjuntos posibles de valores que los antiguos (autovalores) y que las transforma-
ciones de los estados nos deben dar las mismas probabilidades, deben estar siempre dadas
por operadores unitarios que conservan los productos escalares:

w) = W) = U|w)

en realidad el teorema permite también los operadores antiunitarios, pero estos sélo se usaran
para determinados tipos de simetrias.

Por tanto la expresion de los observables transformados estd dada por:

AlD,) = a,|®,) } AU|®,) = a,U|D,,)

!/ __ —1
A0 = @) 7 (UTTAT)|9,) = a,|0,) };“ A=UAU

Si enfocamos nuestra atencidn a las transformaciones infinitesimales:

aUu
U(s) 1+ — .
(s) +— B s
la unitariedad demanda:
+
UU+:I+3{@+dU} =1
ds ds ||,

que implica que la derivada serd de tipo imaginario puro:

aUu

— =iG con G=Gt

ds |,_q

luego suponiendo U(0) = I esos operadores unitarios deben tener la forma

U(S) — ez‘G’s

siendo GG los generadores de las transformaciones asociadas a los parametros s. En el caso
general multiparamétrico tendriamos las relaciones

U(s) = Heis“G‘*
U(s) =1+ is,Gq

Estos generadores obedeceran, como vimos en el capitulo de teoria de grupos, una serie
de relaciones de conmutacién. Si consideramos dos transformaciones y sus inversas:
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eiSG“ewGVG_ZSGHG_ZSG” ~ ]+ SQ[GM, GV]

y teniendo en cuenta que cualquier composicién de transformaciones debe equivaler, salvo
fase, a otra transformacién del grupo, se tiene, observando que:

e“U(s) = ™ H gisoCGo — H 10 Gotw ~ [ 4 is, Gy + iwl
« «

que el conmutador de dos generadores sera una combinacion lineal de generadores y el operador
identidad:
Y .
(G, GL] =ic, Gy + by, 1

en donde el dltimo término se puede hacer cero haciendo w = 0 y las constantes ¢ seran fruto
de la idiosincrasia de las transformaciones a considerar.

15.3. Ecuaciones del movimiento. Particula libre

En el caso que nos ocupa la dindmica de una particula libre, suponiendo velocidades no
relativistas, deberia ser invariante bajo las transformaciones del grupo de Galileo, cuyos 10
parametros definen, como se sabe, los siguientes operadores unitarios asociados a cada simetria:

Rotaciones( R, (0,)Z) — —ibala
Traslaciones(z, + a,) — it Pa
Velocidad (2, + vat) — ¢e%e

Evolucién temporal(t + s) — €

en donde se introducen signos menos por convencién. Para hallar las ecuaciones del movimiento
nos preguntaremos por la evolucién temporal:

t—st=t+s
[W(t)) — e™HW(1)) = [W(t - s))

es decir, haciendo s = ¢:

B (t) = e W(0)) = %I‘I’(t» = —iH[¥(1))

que constituird la ecuaciéon del movimiento de la funcién de onda. Por razones histéricas es
conveniente redefinir el operador H por H/h (eventualmente se usard un sistema de unidades
en el que i = 1), quedando la ecuacién del movimiento como:

Z7i—|‘1’( )) = H@)¥(1))

en donde el generador H es el hamiltoniano del sistema. Destacar que muchos textos intro-
ducen esta ecuacién como uno de los postulados de la Mecéanica Cuantica.
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15.4. Imagenes de evolucion temporal

Siguiendo con nuestra discusidn, vamos a sacar la ecuacién de evolucién para el operador
estado. Primero observemos que la evolucién de la funcién de onda desde un instante inicial
to esta dada por:

(W(t)) = U(t, )| ¥(t0))

Este operador evolucién debera satisfacer por tanto también la ecuacién del movimiento:

5 oUu ZHU .
Ult,t a5 - 7 '
mM = H(OU(t, 1) = 8a(t]+ h = Ult, ty) = - H(U( to)dl’
6t R, £U+H h to
ot h

en donde légicamente se supone que U(ty) = 1.

Si H es independiente del tiempo (sistemas conservativos) el operador evolucién tendra la
forma:

U(t’ to) — efl'(tfto)H/h

de lo contrario no tendrd una forma concreta y dependerd del caso a estudiar. Vamos a ver qué
sucede con los operadores estado. Supongamos que no perdemos generalidad al considerar un
operador representando un estado puro:

p(t) = [T() (L ()| = U(t,to)[ ¥ (to)) (T (to) U (¢, to) = p(t) = U(t, to)p(to)U ™ (t, to)

Derivando respecto al tiempo y usando la ecuacién del movimiento para U se tiene:

dp
ih—2 = [H (1), p(t
L ON0)
Si prestamos nuestra atencién a la evolucién temporal de los valores medios de los obser-
vables:

(4) (t) = Tr{p(t)A}
vemos que hasta ahora hemos supuesto que la dependencia temporal explicita la lleva el estado,
esta es la llamada imagen de Schrodinger, pero observando que:

(A) () = Tr{U(t,to)p(to)U ™ (t,t0) A} = Tr{p(to) U™ (¢, o) AU(¢, t0) }
podemos suponer que la dependencia temporal la llevan los operadores observables, definiendo:

Ap(t) = U (2, t0) AU (t, to) = (A) (t) = Tr{p(to) An(t)}

lo que constituye la llamada imagen de Heisenberg, en donde son las variables dindmicas
las que evolucionan.
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En el caso de un estado puro, las medias tienen la forma, en la imagen de Schrodinger y
en la de Heisenberg respectivamente:

(A) (1) = (W ()[A[¥(2))
(A) (1) = (W (to)[Au (1) ¥ (t0))

Podemos deducir las ecuaciones de evolucidn de los observables en la imagen de Heisenberg,
suponiendo que el hamiltoniano también se desarrolla en esa imagen:

dAy(t)  OU* L U L 0A . . L0A
= AU+ UT A + U 8tU—hU HAU—hU AHU + U220 =

1

= = [Hu(t), An(t)] + (%—?)H

En esta imagen el operador estado sélo darad cuenta de los datos iniciales de la preparacién
del experimento. La evolucién de la media serd por tanto:

mientras que en la imagen de Schrodinger tendremos la férmula similar:

S0 =1 {10 A+ 05 |

En el caso de un estado puro la férmula general de evolucién de un valor esperado estd
dada por:

d dA(t)

ih— (C@AD)[C (@) = (LO)[[AQ), HOIC(@)) + V()] — = [¥(t) (15.1)

lo que indica que para un sistema arbitrario la evolucién del valor esperado de un observable
es debida en parte a la evolucién del vector estado y en parte a la dependencia explicita en el
tiempo del observable.

De aqui también se puede apreciar que una constante del movimiento es un observable
que no depende explicitamente del tiempo y que conmuta con H:

A cte del movimiento < { ot

de lo que se deduce que para sistemas conservativos el hamiltoniano serd una constante del
moviemiento.



128 15. La ecuacién de Schrodinger

15.5. Representacion de posicion

Asumiendo que el espacio es continuo y que las tres componentes del vector posicién
x = (x1, 29, x3) de la particula son cinemdticamente independientes, podemos suponer que
los operadores que las representan son mutuamente conmutativos, lo que equivale a decir que
poseen un conjunto comun de autovectores, de forma que:

Xilz) = z4]x)

La representacidn de posicidn o representacion en el espacio de posiciones o de coordenadas
o de configuracién del espacio de Hilbert que estudiamos sera aquella en donde los vectores
estén desarrollados en la base ortonormal de la posicién, es decir:

W) = [ dalal)lo)

con las relaciones de ortonormalidad y cierre habituales para los espacios continuos:

(@|z) = 6(z" — )
/R3 dx|z)(z| =1

Los coeficientes en la expansion definen funciones de variable continua que a menudo se
suelen identificar con la funcién de onda propiamente dicha, por ser esta la definicién original:
U(x) = (2|¥)

Los operadores actuaran por simplicidad indistintamente en el espacio de Hilbert o en el
espacio funcional. Para ver la forma que tiene el operador momento en esta representacion
debemos recordar su papel de generador de traslaciones:

e—iaP/h|x> — |x+a>
de forma que, para traslaciones infinitesimales

iaP/h 1aP
(x + a|¥) = (z]e P/r\\Il) ~ (x|l + T|\If>

que en el espacio funcional toma la forma

U(zr+a)~V(x)+ %\I/(x)

comparandolo con el desarrollo de Taylor en analisis tenemos que

cuyas componentes en coordenadas cartesianas tienen la forma simple

0 0 0
* Zh(?x v Zh(’?y ? Zh@z
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apariencia que no es tan sencilla en cualquier otro tipo de coordenadas generalizadas.

La ecuaciéon de onda de Schrodinger para una particula sometida a un potencial escalar
V() vendrd dada por la expresién del hamiltoniano no relativista, que suponemos que es, en
la representacién de posicidn:

—h?

H=—A+V(z) con A=V
2m
y por tanto tenemos
Pa v vy = inww
om o S TR

15.6. Ecuacion de continuidad

Una de las observaciones que hay que hacer acerca de la ecuacién de Schrodinger es que,
como no podia ser de otra manera, conserva la norma del vector de estado:

d d 1

o) = | 0wl o)+ (01 19) = =0l 0) + 9119 =

dt !
que es una forma equivalente de expresar la unitariedad de la evolucién o la hermiticidad del
hamiltoniano.

Ahora vamos a ir mas alld y vamos a ver cémo evoluciona la probabilidad, para cerciorarnos
de que no encontremos fuentes ni sumideros de la misma en nuestro dominio de definicidn.
Para ello vamos a definir la llamada densidad de probabilidad como

(2| W) * = (Y|z)(2|¥) = U (2, 6)¥(z, 1) = [¥(x,1)|"

que nos daria, como vimos en el postulado Ill, si la integramos sobre un volumen dado, la
probabilidad de que la particula se encuentre en ese volumen en el instante . Veamos pues
cémo evoluciona en dos instantes de tiempo:

[ ettt = [ detvele)al¥) = () ¥() -
~ () - [

dz|¥(z,t)|?
R3

en donde se ha usado la conservacién de la norma. Por otra parte podemos escribir, para un
volumen arbitrario €2, usando la ecuacién de Schrodinger:

B ov o in

9 wwdr = | (v 1w =AY — WA =

at/Q da /Q< o+ 8t)dx om o ¢ )
ih

= V- (U'VU - UVU*) de = —/

- vfdx:—jfﬁ.fds
2m Jq Q S



130 15. La ecuacién de Schrédinger

en donde se ha usado el teorema de la divergencia de Gauss, siendo 71 el vector unitario normal
hacia el exterior de €2, y la llamada densidad de corriente de probabilidad:

—

—ih

J(x,t) = —
()= oo |
y, como la regién 2 es arbitraria, llegamos a la ecuacién de continuidad:

UV — UV = %Im (U*V0)

%|\I/(x,t)|2+v-j(x,t) =0

formalmente idéntica a la ecuacién de un fluido sin fuentes ni sumideros, es decir, la pro-
babilidad se propaga como un fluido.

Logicamente, si elegimos el volumen de integracién de forma que coincida con todo el
espacio tridimensional, debido a las condiciones de acotacién de la norma la funcién de onda
se anulara en la superficie del infinito, el segundo término de la ecuacién de continuidad se
anulard y recuperaremos la conservacién de la norma propiamente dicha. En la mayoria de los
casos esto de hecho sucedera aln si restringimos nuestro volumen al dominio del problema.

15.7. Soluciones de la ecuacion de Schrodinger

15.7.1. Meétodo general

Para hallar soluciones de la ecuacidn se suele ensayar el método de separacién de variables,
que funciona siempre que la energia potencial no dependa del tiempo, y consiste en suponer
para la funcién de onda la forma factorizada:

U, t) = P(x)o(t)

llegando a la conclusién de que esta funcidn debe ser de la forma:

W(a, 1) = la)e P = (a)e

en donde E es la energia total de la particula, w la frecuencia angular de la onda asociada y
la parte espacial debe satisfacer la llamada ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo:

—_712 d*(x)
2m  dx

+V(x)h(r) = Ey(z)

15.7.2. Potencial cero. Particula libre

En este caso la ecuacién se reduce, teniendo en cuenta la expresion clasica de la energia
cinética (E = p?/2m), llegando a la ecuacién:

D () ) = 4@

en donde k es el llamado nimero de onda angular, inverso de la longitud de onda, que se
deduce de la relacién de de Broglie p = hk, y las soluciones serdn de la forma:
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V(w) =™

con lo que una solucién particular de la ecuacién de Schrodinger sera la onda plana mo-
nocromatica:

\I/(:E,t) — Aez‘(km—wt)

sin olvidar que la frecuencia depende de la longitud de onda por la relacién de dispersion de
la particula libre:

hk?

w(k) = —

(k) =5
Esta solucién describe una onda viajera ya que, por ejemplo, los nodos de su parte real se
encuentran en los puntos z = (n + 1/2)w/k + wt/k, que se van desplazando con el tiempo.

La densidad de probabilidad en este caso no nos aporta informacién ya que las amplitudes
de las ondas son las mismas en todas la regiones espaciales:

[l =14 Va

lo que indica que la particula se encontrard con la misma probabilidad en cualquier punto del
espacio. Podemos calcular el valor medio del momento de la particula, que estara dado por:

(P = (U[P|W) = / / i d U (2!, 1) (| (-ma%xp(x,t)) o) =
:hk://dx'dx\I/*(x',t)\I/(x,t)(x’|x> :hk/dx|llf(x,t)|2 —p—VamE

en donde hemos hecho actuar la delta de Dirac y la condicién de normalizacién.

No obstante, la solucién de particula libre a la ecuacién de onda no es normalizable en
todo el espacio, no pertenece a las funciones de cuadrado integrable y no se ajustaria a los
postulados de la Mecanica Cuantica. Este es un viejo caballo de batalla en la Fisica de los
sistemas ideales, no sélo cudnticos, que a veces dan lugar a inconsistencias matemdticas. Para
empezar, tampoco tiene mucho sentido el considerar todo el espacio euclideo como el labora-
torio de nuestra particula. Ademas, un sentido mucho mds realista del problema es considerarlo
como un proceso limite de un verdadero fenémeno fisico descrito por un paquete de onda,
es decir un grupo de ondas viajeras. En efecto, es muy aventurado asegurar que la particula
se encuentra en un estado con un momento lineal perfectamente definido, se acerca mas a
la realidad suponer una distribucién de momentos. De este modo la densidad de probabilidad
correspondiente sera mds aproximada a la descripcion del movimiento de la particula libre. No
obstante, las matematicas necesarias para describir el grupo de ondas analiticamente son muy
complicadas y las dejaremos para un capitulo posterior.

En cualquier caso, para hacernos una idea mas aproximada de lo que estamos hablando,
podemos hacer una descripciéon aproximada del comportamiento de un paquete de ondas
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suponiendo una distribucién en niimeros de onda (es decir, energias, momentos) debida tan
solo a dos componentes ondulatorias:

Uy (z,t) = cos(kx — wt)

U(x,t) = Wi(z,t) + Ua(2, 1) { Uy(x,t) = cos[(k + dk)x —_‘l(sw + dw)t]

usando la identidad trigonométrica: |

A+ B A—B
cosA+cosB:2cos( —g )cos< ) )

encontramos la expresién (para dk << 2k y dw << 2k):

| “IMH ||||’I :
*ﬂ |ﬁ

| ”'f
e
| = il 'I
M'I, Ml

AR AP
dk dw A L
\I[ 22 _—— R \'“ o ‘l
(@) e ( 277 t) cos (kz = wi) |||||h|u M'J‘ ﬁ\m il H
i

i U||

que podemos representar, para los instantes t = 0y t = 20, en cual-
quier programa de representacién online como el Wolfram Alpha o el
propio Google, con los valores correspondientes a h = m = k = 1, Figura 15.1: Paquete de
obteniendo algo como en la figura [I5.1] en donde se ve claramente elqngftsdel grupo y cémo
la densidad de probabilidad seria mds aproximada a nuestra experiencia.

Vemos que el segundo factor de la onda es como la inicial pero modulada por el primer
factor, de forma que las oscilaciones de ¥ caen dentro de una envolvente cuya amplitud varia
periddicamente. Las ondas se interfieren y se refuerzan alternativamente.

La velocidad de las ondas individuales se puede evaluar considerando el segundo factor en
los nodos de la funcién:

7r( N 1) PN w FE/h  p w

T, = —\N — — nmf=--=-—=— = —

"k 2) Tk "k p/h 2m 2

vemos que esta velocidad de la onda no es igual a la velocidad de la particula que representa.
Esto es asi porque la velocidad que debe tener correspondencia con la particula es la llamada
velocidad de grupo, que se evallia considerando los nodos del primer factor de la onda:

d, d dE
Ty = (2n+1)+—wt:>1)2 nd

dk dk dk dp

Estas consideraciones sobre el movimiento de la particula se pueden continuar calculando
los valores promedios de los observables y recuperando, al menos formalmente, las leyes de la
Mecdnica Clasica, lo que constituye el contenido del llamado teorema de Ehrenfest.

15.7.3. Potencial cuadrado

Como hemos visto, el estudio de la particula libre no arroja ninguna condicién para la
energia. Vamos a empezar a ver ahora los llamados estados ligados, que como veremos
dardn lugar naturalmente al hecho tipico de la Mecanica Cuantica de que la energia suele estar
discretizada o cuantizada en sélo unos estados permitidos determinados por el problema.
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Figura 15.2: Pozo cuadrado de potencial

El mas sencillo de estos problemas es el del pozo cuadrado, en donde tenemos una zona
de ancho a en donde la particula no se ve sometida a potencial alguno y a ambos lados de
esta zona se tiene un potencial constante de altura V{. En la figura [15.21 vemos un esquema
y el potencial concreto tiene la forma:

W x| <a/2
Viz) = { 0 |z|>a/2

Logicamente se trata de una situacion idealizada, pero puede servir para estudiar cualita-
tivamente sistemas fisicos sencillos como un electrén de conduccién en un bloque de metal.
Por supuesto supondremos los casos en que la energia de la particula sea menor que la altura
del pozo:

E <V

para los que, segin la Mecénica Clasica, la particula sélo podria estar en la regién |z| < a/2
(dentro del pozo).

La solucién general de la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo dentro del
pozo es la que hayamos para la particula libre, esta vez con las constantes de integracién
anadidas:

Vo2mE
h

que representa ondas que viajan en sentido positivo y negativo de x respectivamente. No
obstante, la simetria del problema sugiere la igualdad en valor absoluto de las constantes de
integracién, lo que lleva a considerar mejor las siguientes soluciones generales:

Vo2mE

v RET

suma de dos ondas estacionarias en donde se conocera el momento de la particula pero no su
sentido de movimiento.

wl(l‘) _ Aleik1x + B/e—ilﬁx con |ZL‘| < g y kl —

U (x) = Asen(kix) + Beos(kyz) con x| <

N |

Para el caso hipotético en que la particula se encuentre fuera del pozo, como su energia
es menor que la potencial, la ecuacién a resolver sera:
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EP(x) _ 2m(Vo—E) o
D = 2 ) = Ry()

que tendrd las soluciones, en la regiones que llamaremos 0 (z < a/2)y 1 (x > a/2), que a
continuacién se detallan:

= 2m(Vy — E

1/10(90) Cekzx —+ De_kw con T < _g y ij m<h0 )
= 2m(Vy — F

wQ(fE) Fek2® + Ge " * con x> g Y ko= <h0 )

Estas ondas estacionarias no tienen nodos, pero deben superponerse con las ondas esta-
cionarias del interior del pozo que si tienen nodos. El hecho de que la funcién de onda debe
ser normalizable anula las ramas divergentes de las soluciones, con lo que D = F' =0, con lo
que las soluciones en esas zonas del pozo quedarian:

Yo(z) = CeM™ y ahy(z) = Ge™™*

Nos resta obtener por tanto las cuatro ecuaciones mas para las constantes restantes, y eso
se realiza demandando que 1) y di/dx sean continuas en las dos fronteras. Los calculos nos
llevan a dos ecuaciones trascendentes que se deben satisfacer independientemente, es decir,
hay dos conjuntos de soluciones, las correspondientes a funcién de onda par:

kitg(kia/2) =k
A =0
G-C =0

[Bcos(kia/2)ek>/?] ek2r x < —a/2
y(x) = ¢ Bcos(kix) |z] < a/2
[Bcos(kia/2)ek=*/?] e7k2r 1 > q/2

y las correspondientes a la funcién de onda impar:

]{?1 ctg(kla/Q) = —k’g
B =0
G+C =0

[—Asen(kia/2)er/?] ehe © < —a/2
Yi(x) =< Asen(kix) |z] < a/2
[B sen(kia/2)e*29/2] e7ker > q/2

Las constantes se ajustan por las condiciones de normalizacién. Un ejemplo de la forma de
estas funciones se puede ver en la figura 153l

El hecho de que la paridad de las soluciones esté definida es consecuencia de que la ecua-
cion de Schrodinger de partida es invariante bajo el cambio z — —z y lo podiamos haber
supuesto de inicio llegando a la misma forma de solucién.
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Figura 15.3: Primeros tres estados

Los niveles de energia y por tanto la escala concre- s | | ,

. . | |

ta de las autofunciones hay que calcularla resolviendo of | | |
;. . |

numéricamente las dos ecuaciones trascendentes halla- a4 ] ,"I /

/
” B oy o oS [
E / ; //?_ -.__%“-M"‘

kitg(kia/2) = ky  (pares) _af / = .// "

kictg(kia/2) = —ky  (impares) ' -' /

lo cual se puede hacer en cada caso por varios méto-
dos, y en donde se encuentran como dijimos al inicio
las energias discretizadas correspondientes a los pun-
tos de corte de las gréficas (figura [15.4]).

Figura 15.4: Soluciones de energia

De esta forma encontramos que sélo existen un ndmero restringido de valores permitidos
de la energia para E/ < Vjy que corresponderdn a los estados ligados de la particula, estando
permitido cualquier valor para E > Vj, es decir, ahi formardn un continuo como en el caso
de la particula libre. Tendremos al menos un estado ligado dependiendo de la altura del pozo,

correspondiente a una funcién par.

Una de las consecuencias mas notables de estos primeros cdlculos cudnticos es que hay
regiones no accesibles por la Mecanica Clasica en donde existe cierta probabilidad de
encontrar a la particula. Esto es asi porque en las paredes del pozo finito la funcién de onda
no se hace nula, sino que existe cierto rango de penetracion. Esta distancia de penetracion,
para el caso de un electrén en un metal, por ejemplo, es del orden de las dimensiones atémicas
y en la mayoria de los casos muy pequeiia respecto al ancho del pozo. Esto sugiere tratar con
otro ejemplo limite en el cual el pozo de potencial tenga un valor inaccesible o infinito (en
el caso del metal seria un superficie del metal cuya distribucién de carga creara un potencial

neto insalvable para el electrdn).

Por tanto el siguiente paso natural es considerar el llamado potencial cuadrado infinito
0 pozo de paredes infinitas, que a menudo se conoce como el estudio de la particula en una
caja (figura [I50]). En este caso todos los estados estan ligados y por tanto la energia esta

cuantizada en todo su dominio.
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Figura 15.5: Pozo cuadrado infinito

La forma analitica vendria dada en este caso por:

oo x| >a/2

Viz) = { 0 |z] < a/2

como se vio las soluciones dentro del pozo tienen la forma estacionaria:

2mkE
h

En este caso, a diferencia del caso del pozo finito, no puede haber regiones de penetracién
en la barrera en donde la funcién de onda sea no nula. Esto es asi por las caracteristicas del
limite:

Y(x) = Asen(kx) + Bceos(kx) con |z|<a/2 y k=

i 7\/2m(V07E)m
lim e D =0
Vo—oo

y la funcién de onda deberd ser

(@) =0 |z = a/2
y como consecuencia la onda estacionaria en este caso tendrd nodos en las paredes de la caja

y ademds no podremos exigir continuidad a la derivada en esos puntos.

Aplicando estas condiciones en los dos puntos frontera obtenemos:
Asen(ka/2) + B cos(ka/2) =0 2B cos(ka/2) =0
—Asen(ka/2) + Bcos(ka/2) =0 2A sen(ka/2) =0

que son precisamente las condiciones de cuantificacidn que, al no poder satisfacerse simultanea-
mente, definen de nuevo dos clases de autofunciones, pares e impares:

Yy(x) = Beos(kx) con cos(ka/2) =0
i(x) = Asen(kx) con sen(ka/2) =0

Las ecuaciones trascendentes para el nimero de onda (y por tanto la energia) en esta
ocasion son triviales y conducen a las soluciones:
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Figura 15.6: Funciones de onda en una caja

nmw B2k mw2hn?
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en donde se ha ignorado la solucién n = 0 porque corresponderia a una funcién de onda
idénticamente nula y, por tanto, a la inexistencia de la particula. De aqui se deduce otra de
las caracteristicas de la Mecanica Cudntica, que la particula no puede tener energia total cero,
es decir, la energia de punto cero o energia mas baja que puede tener la particula sera:

2h?
2ma?
este resultado es consecuencia del principio de incertidumbre que veremos mas adelante.

Elz

Las condiciones de normalizacién para las funciones de onda arrojaran valores concretos
para las constantes:

0o a/2 a/2 o 2
1 :/ dz|(z)? :/ dxA?sen’(kx) :/ dx A* [1 cos(Qkx)] = Aa

—a/2 —a/2 2 2
00 a/2 a/2 1 2%k B2

1= / dz|y(z)]? = / dxB*cos*(kx) = / dxB? { + cos( x)} _2¢
—o0 —a/2 —a/2 2 2

con lo que la expresion final de estas funciones serd

Un(x) = \/%COS (n%:x) (pares)
Yn(T) = \/gsen (?) (impares)

que se pueden ver en la figura [15.6 para a = 1.

15.8. El oscilador armonico unidimensional

El primer caso realista de potencial lo constituye el oscilador arménico. Este potencial es
de enorme importancia ya que se puede obtener su solucién analiticamente y es modelo pa-
ra multitud de sistemas fisicos, desde el estudio de las vibraciones de atomos en moléculas
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diatémicas hasta las vibraciones de las ondas electromagnéticas en teoria cudntica de campos.

Para vibraciones pequeiias escogiendo adecuadamente los ejes el potencial a estudiar tiene
la forma parabdlica:

1
V(z) = 5]%62

donde k es la llamada constante de recuperacidén, ya que una particula que se mueva sobre su
influencia experimentard una fuerza restauradora lineal ' = —kx (ley de Hooke).

15.8.1. Método analitico

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo tendrd la forma

l[a ecuacidn resulta

dx? h? h

Por comodidad se introducen los parametros:

d*y N {QmE B (um)QxQ] b=0

wm 5 2mE
a=4/— =
h h?
con lo que la ecuacién a resolver serd
d*y 1,2
— —az% )Yy =0
5oty

Rescalando la variable x adecuadamente se puede poner:

uzax:>d2—¢+[ﬁ—u2}w:

du? o?

que para valores muy grandes de u toma la forma:

de 2 —u?/2 u? /2
— =uY =19 =Ae + Be

du?
pero como la funcién de onda debe converger en el infinito se tiene:
Y(u) = Ae /2 |u| — oo

lo cual sugiere que se busquen soluciones generales de la forma:

b(u) = AH(u)o*"?
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/

Figura 15.7: Primeros tres estados

de forma que H (u) no explote en el infinito como una exponencial. Sustituyendo en la ecuacién
se tiene, para la funcién H(u):

d*H dH 5
2 (2 1)H=0
du? udu+<a2 )

ecuacién diferencial que, al contrario que la original, se puede resolver por la técnica de series
de potencias. Identificando coeficientes y obteniendo relaciones de recurrencia entre ellos, se
obtiene la solucién en términos de dos series (una par y otra impar):

a aga
) H(u) = ag T4+ 20+ 220 ) +
—(B/a®—1—=2I) ag asg ag
H(u) = agtau+t- -+ = apo = a =
((+ 1) +2) o (us B3 L Bys 4.
! aq as

De nuevo imponemos convergencia. Es claro que para u grandes los términos de las po-
tencias bajas en u no son considerables, pero las razones de los términos de potencias altas
de las series son andlogos a los de la exponencial cuadratica:

U2 2

a; o )
2 u4 ul ul+1 (1/21_|_1)| 2
eV =14ud+ — 4+t + Foo= o~ 2
2! (1/2)! * (1/2+1)! ﬁ l

como esta funcién no converge, hay que cortar la serie de potencias en algtin valor de [ = n,
definido por

5/a2—1—2n:0:>£2:2n+1
Q
n=135-- s ag=0
n=20,2,4,--- st a; =0

Esta solucién resultante ya no define una serie infinita sino unos polinomios llamados
polinomios de Hermite:
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U, (u) = Ape /2 H,(v)

U, (z) = Ape @2 H, (o) (15.2)

en donde la regla de cuantificacién obtenida ahora se puede poner como

wm
o=\ I
:>E:(n+—)ﬁw n=0,1,2,--- (15.3)
2mE 2

Las funciones 1), () son pares y las 15,11 () son impares. La constante de normalizacién

toma la forma:
«Q
A -
" V2!

Teniendo en cuenta que los primeros polinomios de Hermite son de la forma:

podemos ver en la figura [15.7] la representacién grafica de los primeros autoestados.
Los niveles de energia son analogos a los deducidos por Planck y los fisicos de la teoria

cudntica antigua, salvo que aqui la energia de punto cero es hw/2 (como veremos que exige
el principio de incertidumbre).

15.8.2. Meétodo algebraico

Este método comienza por definir los operadores:

a

+
Il
IS
%l
YRR
<
_|_
3
N
N————

N

en donde el dltimo es formalmente hermitico, como se puede ver sacando su expresion en
términos de las variables dindmicas y el hamiltoniano:
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P ok, o (&2,
=553t éH_?(‘ﬁ*“)
y por tanto
o1 1
H = hw aa+§ = hw N+§ (15.4)

de donde también se deducen las expresiones:

1 , 1 :
a= —2(aX +iP/ha) at = E(QX —iP/ha)

1 iah
(a* +a) P=—(a"—a)
V2a V2
Vamos a ver que en efecto los autovalores del operador N son los enteros no negativos,
y es por esto por lo que se le conoce como operador niimero. Para empezar tengamos en
cuenta los conmutadores:

(15.5)
X =

la,a”] =1 [N,al=—-a [N,a"]=a"

y supongamos que |n) es el autovector normalizado del operador N con autovalor n: N|n) =
n|n), entonces:

Na|n) = ([N,a] + aN)|n) = (n — 1)a|n)
Na|n) = ([N, a*] + a* N)ln) = (n + 1)a*|n)

es decir, a|n) y at|n) son autovectores de N con autovalores n — 1y n+ 1 respectivamente,
dicho de otra forma, son proporcionales a los autovectores |n — 1) y |[n+ 1). La constante de
proporcionalidad se calcula mediante la norma:

laln)[? = {nla*aln) = (n|N|n) = n

[a* n)[* = (nlaa™|n) = (n|(N + 1)ln) =n +1

con esto ya queda claro que n > 0, es decir, N es definido positivo, aparte de deducirse las
féormulas:

aln) = /nln — 1 >
atin) = vn+1jn +1)
en donde en el primer caso n no podrd ser cero. A los operadores a y a™ se los denomina ope-

radores destruccidn y creacion respectivamente por estar relacionados con la desaparicién
y aparicién de cuantos. Nétese que ademas a|0) = 0.



142 15. La ecuacién de Schrodinger

Todavia no hemos demostrado que los n son enteros. Es muy facil, por reduccién al
absurdo, imaginemos que existe un autovalor semientero q:

Nlg) =4qlg) n<qg<n+1

es facil darse cuenta de que se puede construir una cadena de autovectores a”|q) de N con
autovalores ¢ — p:

Nalg) = (¢ — 1)alq)
Na*|q) = (¢ — 2)a’|q)

Nad”|q) = (q — p)a”|q)

y por tanto a"|q) es autovector de N con autovalor (¢ —n) > 0, y si aplicamos a podemos
construir el autovalor no nulo:

aa"|q) = (q—n—1)a"lq) ¢—n—-1<0

lo cual es absurdo ya que segln vimos no podian existir esos autovalores negativos. Luego n
debe ser un entero no negativo.

En resumen, hemos probado que los autoestados del hamiltoniano son de la forma

Hin) = (n + %) fiw|n)

que pueden ser generados a partir del fundamental como

n) = —=(a™)"[0) (15.6)

-

Si queremos recuperar la solucién analitica, podemos hacerlo mediante:

d « 2
= B = = e /2
al0) =0= (u—l— du) |0) =0=10) ﬁe

y aplicando ahora el operador de creaciéon se encuentra

1 1 d " « 2.2
= - — H a‘z?/2
I Vnl2n/2 (u du) 0 \ V/72nn! nlaw)e



Capitulo 16

EL PRINCIPIO DE
INCERTIDUMBRE

16.1. Introduccion

En los origenes de la Mecanica Cuéntica, poco después de que Schrodinger publicara su
interpretacion ondulatoria de la misma, el debate seguia siendo si se podrian deducir de la
teoria trayectorias u érbitas determinadas para las particulas subatdémicas, tal como parecian
ser "observadas” en las llamadas cdmaras de Wilson desarrolladas una década antes. Eran
dias de debate entre el formalismo matricial y el ondulatorio, dias en donde Bohr estaba dando
forma a su famoso principio de complementariedad y mantenia interesantisimas discusiones al
respecto con Schrodinger. Cabe destacar que aunque en aquel momento la mecanica matricial
defendida por el alemdn Werner Karl Heisenberg parecia imponerse sobre la ondulatoria de
Schrodinger, hoy en dia los dos formalismos aparecen como complementarios, en la llamada
teoria de las transformaciones, desarrollada independientemente por Pascual Jordan y Paul
Dirac, en donde se estudian las conocidas imagenes de evolucion temporal de Heisenberg y
Schrodinger, segtin el caso. Como nota anecddtica vamos a incluir una cita de Heisenberg en
una carta a Pauli el 8 de junio de 1926, en los tiempos en los que era mas critico con la visién
de Schrodinger:

” cuanto mas pienso en los aspectos fisicos de la teoria de Schrédin-
ger, mas repulsiva me parece... Lo que Schrodinger dice de la
visualizacién de su teoria 'no es probablemente cierto del to-
do’,(alusién a un comentario de Bohr) en otras palabras: es una mierda” .
(Ferndndez-Rafiada 2004)

En este escenario Heisenberg publicé en 1927 en la revista Zeitschrift fiir Physik (" Diario
de Fisica”) uno de los articulos principales para entender los fundamentos de la Mecdnica
Cudantica, Uber den auschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematic und Mechanik
(" Sobre el contenido ideoldgico de la cinematica y la mecdnica cuantica tedrica” ), que parecia
dar un espaldarazo a las teorias de Bohr y sentar las bases de la conocida interpretacién de
Copenhague.

No obstante, aunque se puede decir que las visiones de Bohr y Heisenberg salieron cla-
ramente victoriosas de aquel debate (Schrodinger nunca aceptd los "saltos cuanticos” y las

143
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discontinuidades que al final se impusieron), hoy en dia también es aceptado el hecho de que
la ecuacién de Schrodinger y su funcién de onda tienen mayor calado tedrico que las relaciones
de indeterminacidn que se pueden deducir de ciertas derivaciones del formalismo (a pesar de
que ambos conceptos siguen apareciendo como postulados en muchos libros de Cudntica).

16.2. Deduccién de Heisenberg

Aunque no es la derivacién que hoy en dia se puede encontrar en los libros de texto, vamos
a recordar cual fue el razonamiento original de Heisenberg en 1927. Para empezar él supuso
el siguiente paquete de ondas gaussiano para la funcién de onda:

2

¥(g) oc e 260? (16.1)

introduciendo la indeterminacién g de la posicién de la particula y obviando los factores de
normalizacién. De esta forma se puede deducir utilizando la transformada de Fourier cual es
el aspecto que tendrd la correspondiente incertidumbre en el momento, calculando:

o X 00 ) q2
¢(p)<></ ewﬁqu(Q)dq:/ e~ e 200? dg

o0 [e.9]

Para poder integrar con facilidad es conveniente completar el cuadrado que sugieren los
exponentes exponenciales, es decir, utilizar la igualdad:

2 2% ) 2 2(50)2
q qu:(i+zpq) L P9)

(0q)? * o dq h h?

con lo que:

0 .
ot e [ iR
—0o0

que es de inmediata integracién haciendo el cambio:

_ 4 g
x_5q+ h

con lo que se puede decir simplemente, obviando de nuevo las constantes, que

2(5q)2 _
(Zﬁ(p) X efl7 T =e 2(2)17)2

y el producto de las indeterminaciones sera por tanto:

0qop =h

Aqui hay un problema. Esta expresién no nos suena del todo familiar. El hecho es que
normalmente el principio de incertidumbre es enunciado a partir de las desviaciones estandar
de las distribuciones de probabilidad, no a partir de las desviaciones de las funciones de onda,
como se define en la ecuacién ([I6.]) . Como segiin la interpretacion probabilistica de Born la
distribucién de probabilidad nos la da el cuadrado de la funcién de onda, es obvio que las dos
desviaciones estan relacionadas con la férmula:
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5qg = V2Mq

llegando, ahora si, a la conocida expresién del producto de las desviaciones de la probabilidad:

h
AqAp = B)

16.3. Relaciones de conmutacion

En el capitulo de la ecuaciéon de Schrodinger vimos que en representacion de posicion
los operadores posicién y momento sobre el espacio de Hilbert L?(R) (funciones reales de
cuadrado integrable) podian asociarse al llamado par de Schrddinger:

X = multiplicacién por x

2
P:—iﬁi }enL(R)
dz

De aqui es facil deducir las relaciones de conmutacién que deben cumplir estos observables,
llamada cuantificacién canédnica:

[XivXj] =0 [Piij] =0

(X, P] = ifid,; ] (16.2)

Hay que hacer notar que la tercera relacién no podria realizarse con matrices finitas, dado
que entonces Tr[A, B] = 0 (y la traza de la identidad, obviamente, es no nula), pero si se
cumple en un par de Schrodinger como el apuntado arriba, y en general para cualquier par en
donde alguno de los operadores sea no-acotado.

16.4. Deduccion moderna

La exposicién moderna del principio de incertidumbre se basa en el trabajo de Howard
Percy Robertson, en el que se establece que el producto de las desviaciones estdndar de dos
operadores hermiticos A y B nunca serd menor que la mitad del valor absoluto de la media
de su conmutador, esto es,

AuA DB > J|(¥|[A, B ) (16.3)

y el mismo Schrodinger hizo importantes contribuciones en esta linea de argumentacién.
Recordemos que la desviacién estandar se define como

(AgA)* = (T|(A = (A))*|T) = (V] A?|T) — (P|A|T)* = (A%)y — (A)

Se comienza suponiendo la siguiente forma para el valor medio del producto de dos ope-
radores hermiticos C'y D (y por tanto los valores medios de sus conmutadores y anticonmu-
tadores):
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(W|[C, D]|W) = 2iy

(V|CD|V) =z +iy = { (W|{C, DY|T) = 2z

y por tanto
[(P|[C, D) [* + (Z{C, D}D)|* = 4y* + 42® = 4|(¥|CD|P)[*
con lo que se puede decir que

(¥|[C, D]|¥)* < 4[(Z|CD|D)[?

Sélo queda echar mano de la conocida desigualdad de Cauchy-Schwarz, cierta en
espacios vectoriales normados, que afirma:

[(T|CDIW)* < (T|C*|T)(¥|D?*| D) (16.4)

con lo que se tiene

[(W|[C, D]|W)|* < 4(¥|C?|W)(W|D?|P)
Redefiniendo los operadores como:
C=A— (A (C)y =ALA, (D) =AyB

=
D=B- (By [C, D] = [A, B]

se llega a la desigualdad que se pretendia demostrar:

(W][A, B[ W)| < 224 AAy B

En el caso del momento y la posicién en una direccién, utilizando las relaciones de con-
mutacion vistas, se llega a la expresién ya conocida:

16.5. Interpretacion

Si nos atenemos a las férmulas obtenidas, las relaciones de indeterminacién nos indican
que es imposible disenar experimentos de forma que se puedan medir, en sistemas preparados
de igual forma, dos observables A y B con resultados de dispersién cuadratica media tan
pequefia como se quiera para ambos, a no ser que [A, B] = 0.

Si vamos mds alla, y el propio Heisenberg lo hizo, se puede analizar que este hecho es
consecuencia del propio proceso de medicién, es decir, de la naturaleza de la interaccién entre
el sistema y el dispositivo de medida, pero hay que tener claro que el principio es una pro-
piedad de la Naturaleza, es decir, no depende de las precisiones que se puedan obtener con
distintos dispositivos. El principio de incertidumbre no restringe las precisiones que se
pueden obtener sobre los observables. Lo tnico que afirma, siguiendo la interpretacién
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que dio K.R.Popper en 1934 (mds precisa que la del propio Heisenberg) es que existe una
correlaciéon estadistica entre las desviaciones estandar que se pueden obtener en un conjunto
de experimentos. Nada prohibe, por ejemplo, que podamos conocer exactamente la cantidad
de movimiento de una particula en una direccién con total exactitud, siempre que paguemos el
precio de haber perdido toda informacién acerca de la coordenada correspondiente de la posi-
cién de esa particula, que quedara en este caso totalmente indeterminada. Como demostro el
propio Heisenberg, la forma que debe tener la funcién de onda para que esta incertidumbre sea
minima es precisamente la dada por la gaussiana que supuso, ya que en este caso el principio
satura la desigualdad, por eso debido a esto a veces se le llama paquete minimo.

Hay también que hacer notar que este principio es valido para sistemas macroscépicos igual-
mente, aunque en este caso el fenémeno no sea observado. El movimiento de la luna también es
perturbado por la medicién, pero su masa es tan grande que la perturbacidn se puede ignorar.
Una vez mas, la pequeiiez de la constante de Planck h es lo que pone el fendmeno fuera de las
experiencias ordinarias. Esto tiene implicaciones filoséficas fundamentales, ya que si admitimos
una ley de la naturaleza que restringe el conocimiento exacto de la posicién y el momento
iniciales de un sistema, no se podra determinar con precisién su comportamiento en el futu-
ro. Se pone en duda el determinismo en Fisica y, l[6gicamente, el propio concepto de trayectoria.

Para dar datos numéricos, supongamos que queremos conocer la trayectoria de un electrén
en un atomo de hidrégeno. Légicamente tendremos que determinar para ello significativamente
su posicion, en un atomo que recordemos que tiene un didmetro del orden del dngstrom
(10719m), con lo que intentaremos una precisién de digamos dos érdenes de magnitud menor,
es decir:

12 h 5 AE ~ P22 3
Ar~107"m = Ap ~ — ~ 10°eV/c = mo b= AFE ~ 10V
Ax P >~ mac
en donde « es la constante de estructura fina y m la masa del electrén. Esa dispersion en la
energia obtenida es del orden de cien veces la energia de ionizacién del 4tomo y, por tanto,
al intentar hallar la posicién casi con toda seguridad lo ionizaremos y seremos incapaces de
seguir la trayectoria del electrén.

16.6. Relacién de incertidumbre energia-tiempo

Se puede establecer otra relacién de incertidumbre derivada de nuestro principio sin mas
que considerar el caso de una particula libre, un electrén por ejemplo, moviéndose a lo largo
del eje x:

2 A
2m m

en donde esa velocidad que aparece se puede interpretar como la velocidad de retroceso del
electrén cuando es iluminado para medir su posicién. Por tanto podemos pensar que si la
medida se realiza en un tiempo At su posiciéon también tendrd una incertidumbre dada por

Ar = v, At
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que combinada con la anterior nos da el llamado principio de incertidumbre energia-tiempo:

AEAL > g (16.5)

En general se puede decir, seglin vimos en un apartado anterior:

AvAAGH 2 S (W (0|14, H][ (1)

y teniendo en cuenta la evolucidn de los valores esperados (ecuacién (I5.0])) se tiene

h|d
Avanut > L\ L wolato)
Por tanto, podemos interpretar el tiempo
AgA
At = — kL
|4 ()AL (1))]

como aquel en el cual el valor esperado de A se desplaza una desviacién estdndar. Légicamente,
si A es una constante del movimiento este tiempo es infinito, al igual que si nos encontramos
en un estado estacionario (en ambos casos las distribuciones de probabilidad no varian).




Capitulo 17

EL LIMITE CLASICO

17.1. Introduccion

Desde los inicios de la mecanica cudntica, uno de los temas de mds controversia fue la
falta de capacidad de esta teoria para predecir las trayectorias que pudieran seguir los sistemas
individuales mas simples.

Los fundadores de la cudntica rdpidamente vieron que su paso al limite clasico no era tan
facil como suponer A — 0, como lo era en el caso de la mecdnica relativista respecto a la
newtoniana, en donde con el simple limite ¢ — oo se recuperaba el formalismo clasico.

La razén de esta complejidad en el caso cudntico se basa en que la teoria es en esencia
de naturaleza diferente de la teoria clasica. En efecto, tanto la mecanica relativista como
la newtoniana se basan en la admisién de trayectorias continuas individuales de las particulas
en el espacio-tiempo, mientras que la mecdnica cuantica estd formulada en términos de pro-
babilidades. Esta diferencia cualitativa es mucho mds dificil de salvar con un simple limite.

De aqui se deduce que el limite 4 — 0 es necesario, pero no suficiente. No esperemos
recuperar una trayectoria clasica cuando se dé ese limite , mas bien fijémonos en las distribu-
ciones de probabilidad que nos da el formalismo y estudiemos su equivalencia con el conjunto
de distribuciones de probabilidad de las trayectorias clasicas correspondientes. Esta seria la
forma mas correcta de proceder en el limite.

Vamos a estudiar aqui algunos de los intentos por dar interpretaciones clasicas al magico
mundo de las trayectorias cuanticas, empezando por la del malogrado Paul Ehrenfest.

17.2. Teorema de Ehrenfest

El primer camino para la recuperacién de la imagen clésica lo siguié Ehrenfest en 1927, y
se basa en atribuir a cada particula unas coordenadas y momentos que fueran precisamente
los valores medios calculados en su estado. Para que este camino se pudiera seguir era ne-
cesario, légicamente, que los valores medios cumplieran las ecuaciones cldsicas del movimiento.
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Recordemos que para una hamiltoniana clasica como

2
H=L 4 v@)

2m
las ecuaciones del movimiento eran
dz _ p
dt m
dp oV (x)
—=F F(x)=—
L P(a)/F@) = -5

Pasando al caso cudntico, y suponiendo que se trata de un sistema aislado en donde los
observables no dependen explicitamente del tiempo, en imagen de Heisenberg teniamos la
evolucién operacional:

ax 1
- _ _IX.H
dt ih[ 4]
dpP 1
— =—[|P,H
dt ih[ H]

Los corchetes los calculamos con el hamiltoniano correspondiente quedando:

m

[X,H]=X<%+V) — <%+V)X:21 (X, P? =

(X, PP+ P[X,P| 2ihP

2m 2m
[P, H| :P<%+V) — (%—l—V)P:
=[P, V(X)] = —iﬁg—; = ihF(X)
en donde se ha usado la igualdad
dF(B)

[A, F(B)] = [A, B]dT

Por tanto, tomando medias en alglin estado llegamos al teorema de Ehrenfest:

d 1
E(X%p = E(PN
(17.1)
d
E(PN (F'(X))w

lo que demuestra que los valores medios satisfacen las leyes clasicas siempre que admitamos
definir una fuerza media cuyo conocimiento depende de la funcién de onda. Légicamente esta
fuerza media no tendra una expresion equivalente a la clasica con respecto a la posicién media
a menos que funcione la aproximacién:
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(F(X)) = F({X))

Si hacemos un desarrollo en torno a (X') observamos:

OF

(F(X)) = (F((X)) + (X = (X)) 5%

X=(X)

= P(X)) + (0T o

X=(X) (X)
= F(0) ~ (X ~ 0 s+

con lo que el teorema de Ehrenfest predice que los valores medios se mueven con las ecuaciones
clasicas del movimiento siempre que V' (X) dependa a lo sumo cuadraticamente de X, lo que
en efecto ocurre para casos como la particula libre o el oscilador arménico.

Desgraciadamente con esto se ve que el teorema de Ehrenfest no es suficiente para definir
un régimen clasico, ya que como hemos visto el oscilador arménico lo cumple y sin embargo es
un sistema claramente cuantificado. Lo peor sin embargo es que tampoco es necesario, ya que
un sistema puede comportarse cldsicamente y no cumplir el teorema, debido al comportamiento
similar que tienen las distribuciones de probabilidad clasicas.

17.3. Evolucion de incertidumbres

17.3.1. Particula libre

Si imaginamos una particula libre en una dimensién que en un instante determinado se
encuentra localizada en un lugar con una distribucién gaussiana de probabilidad del tipo

2\ e 2 \"?
U(z,0) = (—) e/ = p(x,0) = |U(z,0)> = <—) e 2a%/a

a’m a’m
El valor de la varianza en posicién para la distribucién de probabilidad correspondiente
deberd ser légicamente a/2, pero vamos a comprobar esta y la correspondiente al momento.

Debemos antes admitir los dos resultados siguientes para las integraciones de gaussianas
(no son dificiles de demostrar haciendo una extensién al plano y utilizando polares):

I :/ dee™ = /7

& d [ 2 LS
I, = 2 —x2 [ e —Az - Y
2 /ood:m:e { d)\/ood:ce LZl 2

Vamos a obviar por comodidad los limites de integracién a partir de ahora, si hacemos los
calculos:
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2 1/2
a“Tm

VI VR VT

a ayr2va ) ! NI
>
(z)w = V2 /xe_2$2/“2dx =0

ay/m

2e_yzaly =

—
<
Il

en donde la dltima integral se anula por ser una funcién impar en intervalo simétrico, llegamos
a

Y en el caso del momento:

con lo que

ap= /) — (ol =

Y por tanto en el caso de la gaussiana, como ya vimos en la deducién de Heisenberg del
principio de incertidumbre, la desigualdad entre sus productos se satura, es decir, se convierte
en estricta igualdad:

AxAp = g

de ahi que como vimos sea conocida esta funcién con el nombre de paquete minimo. Ahora
vamos a comprobar que, aunque este paquete minimo se conserva a lo largo del tiempo, las
incertidumbres sin embargo evolucionan. Para ello debemos calcular la evolucién de la funcién
de onda via ecuacién de Schrodinger, que puede tener un desarrollo en el espacio de momentos
del tipo:

dp ipa- s P’

ipz—E@D/ My () /B = Z—

€ )
o (0.0)/

U(z,t) =
(z,1) Sy
en donde debemos calcular la transformada de Fourier

~ 1 A
U(p,0) = \/%/e_w/h\lf(x,O)dx

que podemos hallar sustituyendo la expresidén de la funcién de partida y calculando por inte-
gracién gaussiana gracias al artificio de completar el cuadrado:
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a h a 2h 4h?
obteniendo
1/2 2 2
~ a a’p
)\ P, 0) = e an2
(p.0) <ﬁ\/ 27r)
De esta forma podemos sustituir en la ex- R
presion de la funcién de onda dependiente del i
tiempo vy, tras un prolijo calculo en donde de
nuevo habrd que completar el cuadrado, se i
obtiene: A
N . — %
/o t=10 >0
2 \' 1 e
U(zr,t) = — e aZ+t2iht/m
w0 - ()

\/a? + 2iht :
o + 2iht/m Figura 17.1

y para la evolucién buscada de las incertidum-
bres el resultado:

: Evolucién paquete gaussiano

1 4h2t2
(Az)(t) = 5y a® + s
. (17.2)
(Ap)(t) = —
a? 4 40

en donde se puede apreciar que si dejamos la evolucién libre la particula acabarad totalmente
deslocalizada con un momento definido al igual que ocurria en el caso de una onda plana

(figura OI7.1)).

17.3.2. Caso de potenciales a lo sumo cuadraticos

Vamos a estudiar la evolucién de las incertidumbres en el caso mds general de la particula
sometida a un potencial a lo sumo cuadrdtico respecto a sus coordenadas, suponiendo sin
pérdida de generalidad de nuevo el caso unidimensional. Veremos de nuevo que en alguno
de los casos se dard la dispersion total del paquete de ondas aunque en efecto sea valido el
teorema de Ehrenfest y de aqui deduciremos Iégicamente que para que un sistema se pueda
comparar con uno cldsico no es suficiente aceptar el teorema de Ehrenfest sino que se debe
cumplir mejor que las dimensiones del paquete sean despreciables en comparacién con las di-
mensiones que caractericen el problema.

Vamos antes de nada a admitir el hamiltoniano:
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y asumir que en principio este no nos dara en su valor medio la energia esperable cldsicamente,
es decir:

(H) # By =4 {0

como ambas son constantes del movimiento es claro que su diferencia también sera constante:

+V({(X)) = + Va

e=(H)— E., =cte

Y también suponemos que el potencial tiene un desarrollo convergente que en el caso de
un potencial a lo sumo cuadratico se expresa en la forma:

VIX) =V + (X~ (XDVA+ 5(X — (X)W

Vamos a partir de estas premisas para calcular la evolucién temporal de las incertidumbres,
o mas facilmente de sus varianzas, denotadas aqui como:

A =(P?) —(P)*
con lo que se tiene
(V) V= LVIA
y por tanto la constante queda
=0 iy B v = L@ s (17.3)

Vamos a buscar una forma simple para la evolucién temporal:

dA  d(X?  d(X)? 1 2
=t = e = (X H)) - 201X, H)

Y en consecuencia debemos calcular los conmutadores:

X, H] = 2}%[)( P = [X’;;fp _ “;f
[X*, H] = 2}\4[)(2 P% = o+ ([X*, PP + P[X? P]) =
2}” (X[X, PIP + [X, PJX P + PX[X, P] + P[X, P]X) = E(XPJFPX)
con lo que
2 L(XP+ PX)— 2 (X)(P)

dat - M
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La segunda derivada sera

- (ﬁqxa P2y 4 (XP,V(X))) + i (IXP, P}y + ([PX, v<x>]>)
SAPE 2 P vix)) =
11 /1 ., 1o,
= = (m(zmp )+ {(XPV(X)]) + 572 (2inP?) + ([PX,V(X)D)
SAPE 2 e vx)
que podemos abreviar usando igualdades como
[XP,V(X)] = X[P,V(X)] +W@<”ﬂ730= X[P. XV = —ih XV’
quedando
% _ % . % (XV'+V'X) = 2(X (V"))

y recordando que en aproximacion cuadratica tenemos

VI(X) = Vo + (X = {(X)V

cl

obtenemos la expresion
d’A 2
dt2— M?2

Para quitar la varianza en el momento de esta expresidn recurrimos a la férmula de la
constante que representaba la diferencia en energias ((I7.3))). Consiguiendo por fin:

(A M c’[A)

RTAN 4
a2 = M (6 - c/l/A)

Lo que indica que, como era de esperar, la diferencia de energias cldsica y cuantica esta
asociada a las fluctuaciones de la posicién de la particula respecto de su posicion clasica.

A partir de esta ecuacién se pueden estudiar casos sencillos de potencial y ver la expresion
de su varianza (Messiah, Galindo/Pascual) a partir de las condiciones iniciales, que normal-
mente estdn asociadas a una gaussiana (paquete minimo). Asi se ve que en el caso de una
particula sometida a una fuerza constante (potencial lineal) los paquetes se ensanchan con el
transcurso del tiempo como en el caso libre o que en el caso de un potencial arménico (poten-
cial cuadrético) curiosamente el paquete no llega nunca a desbocarse ya que la dependencia
que sale es sinusoidal.
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17.4. Evoluciéon de paquetes

Ya hemos estudiado la evolucién de un paquete minimo o gaussiano de forma libre y las
soluciones de la ecuacién de Schrodinger en los casos mas simples, pero ahora vamos a adop-
tar el punto de vista mas general que se relaciona con la evolucién de los paquetes de onda
mediante el concepto de propagador o funcién de Green. Nos enmarcamos pues en una
pequefia introducciéon a la teoria de la difusion o de colisiones, que bdsicamente es la disper-
sion de la onda por potenciales perturbativos y sus posibles aproximaciones. Ahora la ecuacién
diferencial de Schrodinger y su condicidn inicial serdn sustituidas por ecuaciones integrales.
En esto consisten los métodos variacionales propuestos por Bernard A. Lippmann y Julian
Schwinger en 1950, herederos en cierta medida de la semilla puesta por John Archibald
Wheeler en 1937 en donde se introdujo el paradigma de la matriz S.

Seglin esta teoria la funcién de onda dispersada por un potencial V' (x) desde un punto
(x1,t1) a un punto (z9,ts) debe cumplir una ecuacién integral en donde el estado inicial es
perturbado para dar lugar a un estado final modificado en donde la dindmica se hace recaer
en el propagador retardado K:

\Il(x27t2) :/ dtl/d?’{ElK(IEQ,tQ;ZEl,tl)V(l‘l)\D(fL‘l;tl)

que deberd cumplir la ecuacién de Schrodinger junto con la condicién causal:

0 R
(Zﬁa + %A) K (2, ta;01,t1) = 0 (13 — 21)8(t2 — 1)

K(I‘Q,tg;l'l,tl) =0 si t3<t

Esta metodologia es susceptible asi de iterarse indefinidamente encontrando algo parecido
al principio de Huygens, es decir, cada frente de onda es fuente de frentes de onda y el total
en un punto se obtiene sumando todas las contribuciones:

\II(I‘,t) :/ dt1/d3$1 K(l‘,t;l‘l,tl)V(l‘l)\D(fL’htl)*F

+/ dtg/dgl‘Q/ dtl/dgl'l K(IL’,t;ZL‘Q,tQ)V(ZL‘Q)K(I‘Q,tQ;ZEl,tl)V(l‘l)\D(fL‘l,tl)+"'

a este tipo de series se las denomina series de Born y tienen una interpretacién clara. La
onda inicial en (x1, ;) sufre la accién del potencial en x; y llega a (x,t) y a (x2,15), en donde
sufre la accién del potencial en x5 y llega a (z,t) y llegard a (z3,13), etc.

Para resolver la ecuacién para K hay que recordar que

A3k dw ;
5(3) (.TQ — le)(S(tQ — tl) = / (27T>3 /%e’l[k‘($2—x1)—w(t2—t1)]

por tanto, si uno supone la expansién en ondas planas:
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&k dw . ) (b —t1 Y]
K<$2,t2§x17t1) :/(27T)3 gez[k‘(xz x1)—w(te tl)}[((k’w)

se obtiene la expresién

~ 1
K(k,w) =
(, w) hw — h2Ek?/2m
Para salvar la divergencia provocada en el denominador al integrar se utiliza el artificio de
poner una cantidad imaginaria de modo que tienda a cero después de realizar la integracion

compleja:

~ 1
K(k,w) =
() hw — h2k? /2m + i€

y realizar la integral por residuos

1
I = d —w(ta—t1)
/ e Fio — 12k2/2m + ic

en el circuito propuesto en el plano w de la figura

1m(g2)

Dentro del circuito no hay polos, al estar este en

e

w =
2m  h
y esto nos asegura la condicién de causalidad propuesta, ya que

e—i(Re(w)-f—iIm(w))(tz —t1) —50 si t2 _ tl <0

cuando hacemos tender el circuito a infinito y aplicamos el teorema del residuo. Esto implica
que K se anula si el tiempo inicial es mayor que el final y la eleccién hecha de la forma del
propagador es la correcta.

Como la onda inicial suele ser plana, se suele admitir la factorizacién en parte espacial y
temporal, y usar el propagador también factorizado en la forma:

d )
Q—We’“’(m’tl)G(:cg, 1 w)

m
A3k pik(ta—t1) = P(x2) = /dnglG(fUz’Il;E)V(lfl)w(ﬂfl)

“F) =
Gz, 013 B) / (27)3 hw — h2k2/2m + i€

K(x27t2;x17t1) - /
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en donde se han intercambiado las dependencias en la frecuencia o de la energia por ser estas
equivalentes. Esta es la conocida como ecuacién integral de Lippmann-Schwinger. Se puede
ahora evaluar la parte del propagador espacial (funcién de Green) si integramos en el espacio
de k con la direccién del eje z coincidiendo con x5 — ;. El elemento de volumen sera

&’k = k*dk senf df d¢

con lo que la integracién de la parte angular es inmediata y dara:

1 > dkkellmmmik
G B =
T2, 71; B) 2m)2i|zy — 71 / E +ie — h2k2/2m
( [e.e]
en donde los polos en este caso son:
omE\"?
( = ) + 1€

<2mE vz

y por tanto, integrando por residuos en un circuito andlogo al anterior, teniendo en cuenta el
limite:

I L <2mE) 1/2 kjei‘lﬁ*xl‘k mei\:mf:m\k
{ — _
b (22 ) /2 h? E — h2k2/2m 712
se obtiene
m ) ImE 1/2
G )= —— ik|zo—x1| k=
(x9,x1; F) 27y — x1|e con p=;

Por tanto, a grandes distancias la onda dispersada se ve como una onda saliente con
simetria esférica. La amplitud de la onda es el objeto de estudio de la teoria de la dispersion y
seglin las aproximaciones y los potenciales que estudiemos nos dard distintas expresiones para
las secciones eficaces (que al fin y al cabo sera el dato fisico por excelencia).



Parte V
LA SINTESIS
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La mayoria de los fisicos tedricos
de hoy hemos llegado al punto de
vista de que el modelo estdndar
que tanto nos enorgullece, la teoria
cuantica de campos de las inter-
acciones débil, electromagnética
y fuerte, no es mds que una
aproximacién de baja energia a
una teoria de campos mucho mas
profunda y muy diferente.

(Feynman y Weinberg 1997)
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Capitulo 18

INTRODUCCION A LAS
TEORIAS CUANTICAS DE
CAMPOS

18.1. Introduccion

Toda teoria respetable sobre las particulas elementales se desarrolla dentro del marco de
la teoria cudntica de campos (TCC o, en inglés, QFT), que amplié la Mecénica Cudntica
(QM). Aqui se pueden encontrar la electrodindmica cudntica, el modelo estdndar, la teoria de
supercuerdas, etc.

Estas teorias deben respetar tres principios fundamentales:

1) La validez de la Mecdnica Cuantica.
11) La validez de la Relatividad.

11) La localidad. Esto implica que todas las fuerzas surgen de procesos locales, no de accién
a distancia.

De aqui se derivan dos consecuencias que van a caracterizar siempre este tipo de teorias:

1) El ndmero de particulas en las interacciones no es conservado, ni tampoco la clase o tipo de
las particulas implicadas. Pueden desaparecer unas y aparecer otras, del mismo o distinto
tipo, ya que los procesos locales incluyen la emisién y absorcién de particulas.

2) Existe una simetria fundamental entre las particulas elementales y sus antiparticulas. Para
cada particula hay una antiparticula correspondiente, que se comporta moviéndose hacia
atras en el espacio y en el tiempo, y posee carga eléctrica opuesta. Algunas particulas
neutras son antiparticulas de si mismas.

Existen al menos dos formas de aproximarse a la QFT, por medio de las cuantizaciones
candnicas, o por medio de la llamada integral de camino (también llamada suma sobre
historias). Empezaremos en estos apuntes por la primera opcién, ya que es la que deviene
naturalmente del curso histérico de la QM.
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18.2. Limitaciones de la Mecanica Cuantica

En el marco de la QM no hay manera de tratar procesos de transformacién de una particula
en otras o de interacciones entre particulas dando lugar a otras particulas, ya que se trata de
una teoria que asume que las particulas conservan su identidad e integridad.

En QFT podemos sin embargo estudiar procesos de aniquilacién y creacién de particulas,
que pueden suceder con intercambio de las llamadas particulas virtuales, hallando lo que
se conoce como amplitudes de transicion, que nos daran la probabilidad que posee cada
suceso de ocurrir en la practica.

Otro punto, relacionado con el anterior, que ocurre cuando estudiamos procesos en el
rango en donde empieza a ser apreciable la relacién energia-masa relativista, es que hay que
estudiarlos con una teoria cuantica relativista que tenga en cuenta estas transformaciones, y
la QM no cumple este requisito.

Veremos que los intentos de hacer una Mecdnica Cudntica Relativista (RQM) llevaron a
los fisicos a muchos problemas de interpretacién, debido a que aparecian energias negativas
que no se podian desechar por la limitaciones impuestas por el principio de incertidumbre, que
toma una dimensién mas dramatica cuando se combina con la relatividad.

Cuando introducimos el principio de relatividad en las ecuaciones de la Mecanica Cudantica,
anadimos limitaciones a las posiciones con las que se pueden conocer los observables fisicos.
Recordemos el principio de indeterminacién de Heisenberg en su forma mas grosera:

AxAp ~ h

En principio, como ya dijimos en su momento, no nos ponia ninguna restriccién a la
precision con la que se puede medir cada uno de los observables por separado. Sin embargo,
si lo leemos en funcién de una diferencia de velocidades antes y después de la medicidn:

(v —v)ApAt ~ h

es claro que, dada la existencia de una velocidad limite ¢ en Relatividad Restringida, la dife-
rencia entre las dos velocidades jamds podra ser mayor que 2¢, con lo que:

ApAt ~ E
c

dandonos una maxima precision alcanzable para la medida del momento en un intervalo tem-
poral de medicidon At. esta imprecisién se puede trasladar también a la medida de la posicién
de la particula, y estd intimamente relacionada con la aparicién de nuevas particulas en el
proceso de medicién, como en el caso de la formacién de pares.

El intento de solventar estas dificultades fue lo que llevé a fisicos como Paul Dirac,
Vladimir Fock o Wolfgang Pauli a crear la Teoria Cuantica de Campos. En ella las funcio-
nes de onda adquieren el rango de operadores capaces de destruir y crear nuevas particulas, y
se anaden por tanto a las relaciones de conmutacién de los observables nuevas relaciones de
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conmutacion de los estados, por ello en muchas ocasiones se le ha llamado formalismo de
segunda cuantificacion , un término realmente desacertado y desorientador, dado que de
hecho no se produce ninguna segunda cuantificacién a nivel fisico.

En este escenario, realmente las Ginicas magnitudes observables serdn las de las particulas
libres: las de las iniciales que entran en la interaccidn y las finales que aparecen como resultado
del proceso de medicién. El conjunto de las amplitudes de todos los estados posibles formara
la lamada matriz de dispersion o matriz S, portadora de la verdadera informacién con
sentido fisico.

18.3. Unidades naturales

Las dimensiones de las magnitudes no tienen caracteristicas fundamentales. Son (tiles para
asegurar la coherencia de una ecuacién fisica comprobando que no se estan igualando mag-
nitudes diferentes por medio del andlisis dimensional y para relacionar unidades de la misma
magnitud.

Podemos admitir, por ejemplo, que las magnitudes mecanicas longitud (L), masa (M) y
tiempo (T) son las dimensiones fundamentales. Pero en el Sistema Internacional (SI), por
ejemplo, se aflade una unidad independiente de carga (Q) suponiendo para la ley de Coulomb
la forma:

1 1@

dmey 12

F =

suponiendo que la constante de Coulomb tiene dimensiones. Sin embargo uno puede forzar
que las cargas se puedan expresar en unidades mecanicas admitiendo los siguientes sistemas
de unidades:

Gauss — F = Q1§2
r
1
Lorentz-Heaviside — ' = — 1Q2
4 1?2

en donde el dltimo, llamado racionalizado porque en las ecuaciones no aparece el término
47, es el mas usado en teorias cudnticas de campos.

Aparte, en teorias cudnticas de campos, debido a los principios de relatividad y de incerti-
dumbre, se suelen utilizar las unidades naturales, en donde las constantes de Planck y de la
velocidad de la luz, con los valores en el Sl:

c = 2,99792458 - 108 m/s
h = 1,054571628 - 1073 Kgm?/s

se escogen como unidades de accién y de velocidad respectivamente:

h=c=1
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Hay que decir también que dentro de las unidades naturales se pueden usar otras mds
restrictivas llamadas unidades geometrizadas o de Planck, en donde todas las magnitudes
se pueden expresar con ntimeros adimensionales, haciendo:

GN:Kle

es decir, igualando a la unidad la constante gravitacional de Newton y la constante de Boltz-
mann. En QFT sin embargo no se suelen incluir debido a que la gravitacién no afecta a las
ecuaciones.

Las unidades naturales tienen la ventaja de que todas las magnitudes las podemos expresar
en términos de energia, y para ésta se suele escoger como unidad el electronvoltio (eV) ya
que es una unidad mas adecuada para el mundo microscépico:

leV=16-10"12J
Por ejemplo, la energia de un protén en julios es
E,=myc* = (1,7-107*kg) - (3-10°m/s)* = 15,3 - 107" J
sin embargo vemos que es aproximadamente un gigaelectronvoltio:
E,~10°eV =1GeV
siendo la del electrén unas 2000 veces menor, es decir, medio megaelectronvoltio:

E.~05MeV

Teniendo en cuenta las dimensiones de las constantes naturales podemos deducir que, por
ejemplo, el tiempo y la longitud tienen las mismas unidades, y son equivalentes a las de la
inversa de una masa o energia:

[c(]=LT'=L=T
[A] = [ET) = M[c’T=M*'=T=1L

En estas unidades identificamos por tanto la energia con la masa o la frecuencia segtn el
caso, asi como el momento con el nimero de onda, ya que:

E=md=FE=m
F=ho=F=uw
p=hk=p=k

y esta ultima magnitud se podrd medir también en electronvoltios:

GeV : {m,mc,mc*} ~ {m,p, E}

Asimismo la longitud y el tiempo tendran dimensiones de inversa de energia, como pode-
mos ver si suponemos un fotdn atrapado en una caja de tamafo L, que por el principio de
incertidumbre cumplira:
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h h
AEZ—szCQéLS—
L mc

en donde se ha impuesto la energia umbral capaz de dar lugar a nuevas particulas via principio
de incertidumbre. Es por eso que la llamada longitud de onda Compton:

A= —

mc

es la tipica en donde se dan los procesos de QFT y se mide en unidades de inversa de energia:

eyt { )

Para un protén (neutrdén) por ejemplo tenemos la equivalencia:

h 10734

A, = (1GeV) ™t = ~
p = (LGeV) mpe 10727109

=10""%m =0,1fm

es decir, del orden de la décima parte de un femtémetro (fm), que es precisamente la unidad
que marca los didametros de los nucleones.

Otras equivalencias con el S| que se pueden deducir facilmente son:

lem ~ 10M GeV !
1s~ 10" em ~ 10%* GeV 1
1kg ~ 10*" GeV

18.4. Escalas

Las dimensiones de la constante de Newton de la Gravitacién son, recordando la definicién
de su energia potencial:

GyM
_1\7177?2:>

Ve = (G = [L][E][M]™* = [L)[M][LP[T]*[M]~* = [h][c][M]~*

r

y en unidades naturales tendr3 las dimensiones de una masa/energia a la —2 o equivalentemen-
te de una longitud al cuadrado. Esto sugiere definir una escala natural de masas, longitudes y
tiempos:

mp = 1019 GeV

h 1
G="2 - — o L, =10"%cm
m?2 m?2 P
pl pl ty =105

conocida como escala de Planck. Para longitudes menores que la de Planck no hay una teoria
satisfactoria, dado que empieza a tener influencia la gravedad cuantica. En el otro extremo de
distancias tenemos el horizonte cosmoldgico:
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Lirupbie == 107 cm ~ 1091,

Eso en cuanto a las escalas extremas de longitudes, vamos a ver ahora la escala de inten-
sidades de las diferentes fuerzas. Como la constante cosmoldgica tiene dimensiones es dificil
calcular la intensidad para compararla con las demas fuerzas. Sin embargo podemos hacernos
idea de la debilidad de la gravitacién con la combinacién adimensional con la masa del protén:

Gym; ~ 107
Si se hace un célculo analogo con la constante de acoplo de Fermi, que nos da idea de la
intensidad de la fuerza débil, se obtiene:
Gpm2 ~ 107"
y por tanto la interaccién débil es aproximadamente 32 érdenes de magnitud mas fuerte que

la gravedad, lo que define el llamado problema de jerarquia en Fisica Tedrica.

Asimismo podemos hacernos una idea de la intensidad de la fuerza electromagnética por
medio de otra cantidad adimensional: la constante de estructura fina. Si en las unidades
de Heaviside calculamos la razén entre la energia electrostatica a una distancia Compton y la
total de una particula de carga elemental tenemos la mencionada constante:

1 €2
- 2
Ar hi/me € ~ 1 N10_2

mc? dthe 137
Como detalle de este calculo veamos la equivalencia de las unidades de carga con el SI:

2 2
€HL €51 €SI 5 ~19 ~14
47 R?  4wegR? CHL V€o

con lo que
(5,38 - 10714)2 1
o= ~—
47 -1,06-10734-3-108 137

Para la fuerza nuclear fuerte también se puede calcular un orden de magnitud a través de
su constante de acoplo adimensional, obteniendo:

2
Js

—_— g N 10

4rhe @

Vamos a hacernos por ultimo una idea de las escalas energéticas que estan en juego por
medio de la siguiente tabla:

Escala Energia Longitud
Planck 101°TeV [ 10733 em
Nueva Fisica (LHC?) 1TeV [ 1077 em
Modelo Estandar 0,1TeV |10 %cm
Hubble 107%TeV | 108 em
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El alcance energético que se espera conseguir en los ultimos experimentos, como el LHC
del CERN (figura [I8.4)), es el del T'eV, en donde se esperan descubrir los ltimos ingredientes
del modelo estandar, en particular el bosén de Higgs. Cuando se escriben estas lineas se
estan produciendo colisiones de varios TeV, pero éstas deben ser convenientemente analizadas
todavia. Para hacernos una idea veamos algunas de las masas de las particulas en juego:

Particula Masa
Neutrinos ~ 1072V
Electrén 0,5 MeV
Muon 100 MeV
Piones 140 MeV
Protén y neutrén 1GeV
Tau 2GeV
Bosones W,Z 80 — 90 GeV
Bosones Higgs | 115 — 135 GeV?

18.5. Campo cuantico

Recordemos un hecho fundamental, la introduccién del concepto de campo, tanto clasica
como cudnticamente, viene dictada por razones de invariancia relativista. En este sentido el
concepto de campo surge de manera natural al negar la idea de accién instantanea y a dis-
tancia de una particula sobre la otra. Suponiendo que el espacio estd ocupado por el campo
hacemos respondable a este de la transmisién de las excitaciones.

El concepto de campo cudntico es una sintesis de los de campo cldsico de tipo electro-
magnético y funcién de onda de probabilidad de la QM. Las ondas en este contexto se van a
estudiar como colecciones de osciladores armédnicos relacionados con sus distintas frecuencias.
Normalmente se estudia de inicio un sistema discreto en representaciéon de momentos, pasando
después al continuo.
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Figura 18.1: Modos del campo cuantico

Si suponemos para simplificar una sola dimensién periédica de longitud L dividida en N
partes, como una cuerda vibrante, de la teoria cuantica cldsica del oscilador vimos que sélo
estaban permitidas ciertas frecuencias (energias), que se hardn corresponder con las contribu-
ciones de cada grupo de osciladores en sus distintos modos de oscilacién.

Como cada oscilador arménico tiene su energia cuantificada, podemos describir el campo
cudntico con un vector que nos dé idea del nimero de cuantos que hay en cada estado del
sistema (nivel energético) etiquetado aqui con i:

CAMPO CUANTICO — |ngny - )

n; — nimero de ocupacién (niimero de cuantos en el estado i)
a este espacio se le denomina tradicionalmente espacio de Fock.

Yendo a una descripcién mas precisa podemos evaluar los momentos correspondientes a
cada estado. En efecto, si suponemos una onda plana cada uno, la condicién de periodicidad
impuesta nos arroja los valores del momento:

_ A . 2rN 2
ezka::>esz:ezk021:>k:: 7; :Tﬂ- (p:ﬁk)

Para construir el estado total necesitamos de nuevo recurrir a la teoria clasica, los operado-
res de creaciéon y destruccion, que seran las versiones mecanocuanticas de los coeficientes de
Fourier y actuardn sobre cada estado (nivel, subespacio) y por tanto deberdn ser etiquetados
por la frecuencia (ndmero de onda).

at(k;)|ng) = vVni + 1|n; + 1)
a”(ki)ln:) = v/niln; — 1)
y seran los encargados de anadir o sustraer cuantos de energia.

De esta forma un proceso de dispersion en donde una particula pasa de tener un momento
k7 a uno kg se puede describir como:

a* (kg)a™ (k7)[0000001 - - ) = 000000001 - - - )

En representacién de posiciones podemos suponer los siguientes desarrollos del campo:
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Figura 18.2: Scattering de uno a dos bosones

U(zx) = Z a” (k)ethre it
k
Ut(z) = Z at (k)ehreit

Se trata en este caso de operadores que definiran la forma de los estados correspondientes.
El primero destruye una particula en la posicién x y el segundo la crea:

\If+(x)|0) _ Z e—zkmez‘wta+(k)‘0> _ Ze—z’kxez’wt|k>
k k
en donde k en el Gltimo caso no denota el nimero de ocupacidn sino el estado de una particula
con momento k, sumado a todos los posibles valores del momento que se puedan dar en esa

posicion.
Siguiendo con esta notacién abreviada:

(i)
i) =100---100---)

podemos analizar el proceso de dispersién de una a dos particulas producido por un dtomo
que se describe en la figura

En este hipotético caso no hay conservacién del momento, ya que no tenemos en cuenta
el retroceso del atomo, pero se puede aventurar la siguiente forma para el estado final:

k) = W ()W (2) ¥ ()| k)

Aplicando nuestras expresiones:

UH ()T (2) Y a (k) me ™ wt|i) =
k/
= UF(2)UT(z)e* e r|0) =

— \I/+(ZL') Z at (l/)e—il’meiwl/teikme—iwkt|0> —
l/

—pt (x)ei(k—l)xe—i(wk —wy)t | l>

Ahora creariamos la particula en el estado de momento m, y aqui cabe hacer una distincidn,
si m = [ (cosa que sélo se podria dar en el caso de bosones, como explicaremos mdas adelante)
el resultado seria:
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Figura 18.3: Dispersién elastica

Z a+ (m/)e—im’xeiwm/tei(k—l)a:e—i(wk—wl)t|l> —

m/

_ \/§ei(k—2l)me—i(wk—2wl)t|ll >
y en el caso de que los momentos salientes no coincidieran tendriamos, légicamente
ei(k—l—m)xe—i(wk —wy—wm )t | lm)
Vemos por tanto que el formalismo en principio siempre favorece la creacién de particulas
en el mismo estado, dado que la amplitud de ese resultado es mayor.
18.6. Leyes de conservacion

Supongamos un proceso de dispersién de una particula en donde no fijamos el tiempo y
vamos a calcular la amplitud del mismo (figura [18.3)).

La dispersién se produce en un sitio del espacio bien definido x = 0. La amplitud de
probabilidad puede ser de la forma:

Amp = gl{ks| [ 00,00,k
La fuerza de la interaccion dependerad de la carga de la particula y la asociamos con una
constante de acoplo g. Este ejemplo vale para constantes pequenas en donde no hay con-

tribuciones de otros posibles procesos.

Desarrollando el calculo obtenemos
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o(x—a)

ja(x—a)dx:1

X=a X

Figura 18.4: Delta de Dirac

/ (kylg D at ety o™ (ke |ki)dt =

k

= g/<kf|a+(kf)ei”-fta‘(ki)e‘i”kitlkﬁdt = (18.1)
1

. ~ =
=g / o=t dt (0]0)

Aqui tenemos que recordar una propiedad de la delta de Dirac, que se puede "deducir’de
su definicién, que se muestra en la figura [18.4] (recordemos que la delta de Dirac en el fondo
no es una funcidn sino una distribucién matematica, asi que los argumentos que daremos seran
mds bien heuristicos).

Como sabemos por otra parte por las propiedades de periodicidad se tiene:

/L/Qe““dx:{ L k=0
y 0 k#0
pero este resultado lo podemos interpretar como una funcién de k que vale L para k = 0.
Recordando en la figura la discretizaciéon de k podemos ver que como funcién de k
definiria un drea de 27. De este modo como funcién de k vemos que se trata de una funcién
que integrada nos da ese valor de 27, con lo que en el paso al limite cuando L tiende a infinito

y el intervalo a cero recuperaremos nuestra funcién delta multiplicada por esa constante, es
decir:

/Oo e*rdy = 216 (k) (18.2)

e}

Aplicando esto a nuestro caso en el desarrollo que teniamos (ecuacién (I81])) obtenemos:

Amp = 2mgd(wy — w;)

lo que quiere decir que solo hay una cierta probabilidad cuando la energia se conserva, es decir:
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Figura 18.5: Como funcién de k

y la probabilidad tiene la forma:

Prob ~ 412 ¢*

Hemos deducido por tanto la ley de conservacién de la energia suponiendo una simetria
de traslacién temporal.

Por supuesto no hemos supuesto nada del momento saliente, que puede ser cualquiera
compatible con la conservacién de la energia. Si suponemos que el proceso puede ocurrir en
cualquier punto del espacio, fijado un tiempo ¢ = 0 por comodidad, la integral la haremos
sobre x y obtendremos la ley de conservacién del momento:

k’f:kfl

De la misma forma veremos que la conservacién de la carga esta ligada a la simetria de
invariancia gauge definida por los cambios de fase:

U e
Ut s et

que bdsicamente se cumplird si hay en los esquemas el mismo nimero de U's que de Ut's
para cada tipo de particula.

18.7. El electromagnetismo como teoria gauge

Las teorias cudnticas de campos hoy en dia basan su fundamento en gran medida en las
llamadas teorias de los campos de gaugeE], que han sido desarrolladas en su forma general por
muchos fisicos a partir de mediados del siglo XX, gracias en parte a la semilla puesta por Chen
Ning Yang y Robert Mills, que ampliaron trabajos anteriores de Kaluza, Klein, Fock y
otros sobre el electromagnetismo y la gravitacién (ambas teorias estdn mediadas por particulas
no masivas).

Veremos que en el electromagnetismo la llamada simetria gauge tiene como consecuencia
la conservacién de la carga y que estd asociada a una arbitrariedad en la expresién del potencial

1Son muchos los intentos que se han hecho para traducir este término al castellano, y asi podemos
encontrar en la bibliografia las palabras contraste, patrén, calibre o aforo, esta tltima sugerida por Blas
Cabrera. No obstante, la tendencia que se ha impuesto finalmente es la de dejar la palabra original.
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electromagnético. Pero recordemos antes la forma de las ecuaciones de Maxwell en unidades
naturales de Heaviside-Lorentz:

ECUACIONES INHOMOGENEAS (O DINAMICAS)
V- E = p (ley de Gauss)

VxB=j+ %—f (ley de Ampere-Maxwell)
. , 18.3
ECUACIONES HOMOGENEAS (O GEOMETRICAS) ( )

-

V - B = 0 (ausencia de magnetocargas)

)
X E = 5 (ley de Faraday-Lenz)

De esa forma es conocido que las ecuaciones de Maxwell aparecen invariantes bajo el grupo
SO(3) de rotaciones ya que si usamos la notacién tensorial de 3 dimensiones:

<

€ijk8jBk = (6 X é)l
en donde ¢;;; es el simbolo de Levi-Civita, completamente antisimétrico en sus tres indices, y
cuyo valor es +1 si viene de una permutacién par de (1,2,3) y -1 si no. Como es invariante bajo

SO(3) queda por tanto manifiesta la invariancia de las ecuaciones de Maxwell asi descritas
bajo rotaciones:

ECUACIONES INHOMOGENEAS (O DINAMICAS)
O;E" = p (ley de Gauss)

ot ] )
ECUACIONES HOMOGENEAS (O GEOMETRICAS)
9;B" = 0 (ausencia de magnetocargas)

OB
ot

€ik0;B" = j' + (ley de Ampere-Maxwell)

(18.4)

€iu0; BF = — (ley de Faraday-Lenz)
No obstante, para conseguir covarianza bajo transformaciones de Lorentz SO(1,3) hay que
recurrir al llamado tensor de Faraday, matriz antisimétrica 4x4, definida como:

0 —-FE' —F?* —FE3
+E' 0 -—-B? +B?
+E? +B* 0 —-B!
+E3 —B?> +B' 0

FiO — _FOZ' — Ez(: Ez)

.. . . = F'L“/ =
FY = —EijkBk & B = —%Eiij]k }

en donde la expresidon del campo magnético en funcidn del tensor de Faraday la hemos hallado
usando la propiedad:



176 18. Introduccidn a las Teorias Cuanticas de Campos

€ijk€ljk = 204
ya que

ij k k k n
Em‘jF] = _Em‘jﬁz‘jkB = _EnijekijB = _25nkB = —28

Ademas, usaremos la notacién habitual para subir y bajar indices con la métrica (1,-1,-1,-1).
Como ya entramos en un espacio tetradimensional las fuentes se agrupan en el cuadrivector:

—,

T =(p.g) (J'=p.J" ="

que cumple la ecuacién de continuidad

p = - Op = = = OE_ dp Ip
n— == . B -y _ 7 _
Ol =g ¥V I =g TV (VX B =) =5 =% =0

usando las ecuaciones con fuentes, dado que la divergencia de un rotacional se anula.

En funcién de este nuevo tensor, veamos cédmo quedan las ecuaciones de Maxwell. En
cuanto a las dos primeras, las que poseen fuentes del campo, se tiene la correspondencia:

(%Ei - EijkajBk - —]Z = 80F0i + @Fﬂ — ji
en donde se ha usado, aparte de la antisimetria del tensor de Faraday, la propiedad:

€ijk€mik = 5im5jl - 5z'l5jm

Y por tanto las ecuaciones de Maxwell con fuentes (inhomogéneas) se pueden abreviar
como:

O = J” (18.5)

ya manifiestamente covariantes.

Con esta notacién covariante la ecuaciéon de continuidad es inmediata, ya que dos derivadas
son simétricas (conmutan) y el tensor es antisimétrico, con lo que su contraccién se anula,
esto es:

0,0, F" = 0,J" =0
En cuanto a las ecuaciones homogéneas o geométricas, se puede deducir de la primera:
0;B' =0 = €30, F"* = 0= 0,Fx + 0;Fy; + 0, Fy; = 0

y de la dltima, con un cdlculo mas engorroso, obtenemos:
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EijkajEk + 8OBZ =0= €ijk [ajFOk — §8OF]]€:| =0
1
= €imi€iki [@F% - 530Fm’“} =0= 0o F™ + 8, F° + 9, F"™ = 0

Los dos dltimos resultados se pueden poner como

OuF,+0,F,, + 0,F,, =0
y usando el simbolo [uvp] de completa antisimetrizacién de indices, definido por:
1
Uluwp) = 31 [UWP = Uppr + Uppp = Uppp + Uppwy — Upw]
y teniendo en cuenta que el tensor de Faraday es antisimétrico, las ecuaciones homogéneas de
Maxwell se pueden poner como

Ot =0 (18.6)

Estas ecuaciones se pueden resolver si introducimos el potencial cuadrivector:

—,

AM = (AO? Al) = (‘/7 A)/F}U/ = 8;LAV - 8VA;,L

ya que las derivadas conmutan y la antisimetrizacién anula todos los términos. Los campos
eléctrico y magnético en funcién de este vector se pueden poner como:

Bi=FO =94 — 904" = —9,A° — 9y Al
4 1 ; j
B = _§€iij]k = —eiud A¥ = €540, A

que identificando con los conceptos clasicos de potencial eléctrico y potencial vector conducen
a las ecuaciones conocidas:

po_tod o
c ot (18.7)
B=VxA

Sin embargo, se puede comprobar que el cuadripotencial A" no estd univocamente definido,
ya que el tensor de Faraday (o los campos magnético y eléctrico) no cambian si se escoge otro
cuadrivector que difiera del original en el gradiente de un campo escalar:

AP — A = A 4+ ")) P = p(xH) (18.8)
esta libertad se denomina transformacion de gauge, y la invariancia de las ecuaciones de

Maxwell respecto a ella se denomina invariancia gauge del electromagnetismo.

Esta arbitrariedad del cuadrivector se puede fijar de formas alternativas en lo que constituye
la llamada eleccién del gauge, fijando tal o cual condicién al mismo. Los mas conocidos son:
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Gauge Condicién
Lorentz (covariante o de Landau) 0, A" =0
Coulomb (transversal o de radiacién) V-A=0
Temporal (o de Hamilton) A% =0
Axial A3 =0

aparte de que en un sistema general que contenga campos escalares se pueden incluir estos
en la condicién de gauge, como en el llamado gauge unitario.

Por ejemplo, en el gauge covariante de Lorentz, si hacemos:

B A" = 9,A" + 8,0"¢ = 0

es evidente que se puede fijar la funcidn gauge ¢ sin mas que imponer que su d’alambertiano
se anule:

9,A" =0= =0 (0= 09,0")

que siempre admitird una solucién para ¢.
Con este gauge las ecuaciones dinamicas se simplifican considerablemente, ya que

O F" = J” = 0,0 A” — A = OA” = J

que constituye la conocida ecuacién de ondas con fuentes.

Conviene hacer notar una cuestion acerca de esta simetria gauge. Puede parecer una
simetria ficticia, derivada del empefio en expresar la dindmica en términos de este potencial,
pero esto no es asi. En la teoria cudntica efectos como el de Aharonov-Bohm muestran que
los campos E y B no son suficientes para describir la interaccién electromagnética con la
materia, y es necesario anadir el potencial, que aqui adquiere un verdadero sentido fisico.
Los potenciales son necesarios para la cuantizacién de las particulas materiales y la propia
cuantizacién de la interaccién electromagnética.

18.8. El electromagnetismo como conjunto de oscila-
dores

Como ejemplo de paso a la segunda cuantificacién vamos a seguir con el campo electro-
magnético. Veremos el procedimiento en el gauge de Coulomb ya que el de Lorentz exige mas
arsenal tedrico. Esto es debido a que el gauge de Lorentz en principio es incompatible con las
reglas de cuantificacién y hay que suponer condiciones mas débiles, normalmente usando el
llamado método de Gupta-Bleuer. El precio que pagamos al elegir el gauge de Coulomb
es la pérdida de la covariancia, pero en cambio ganaremos en claridad fisica en cuanto a la
polarizacién de la luz, ya que permite quedarse sélo con los dos grados de libertad necesarios
para describir ésta. Mds adelante emplearemos el método general con el gauge covariante y



18.8. El electromagnetismo como conjunto de osciladores 179

las cuantificaciones candnicas.

Para empezar recordemos que en ausencia de fuentes las ecuaciones de Maxwell toman la
forma:
0,0"A” — 0,0"A" =0

y si, como hemos dicho, admitimos el gauge de Coulomb:

se pueden desglosar como:

(8080 - 8182)140 - 80(80140 + @AZ) = 0 = VQAO == 0
(0000 — 0:0;) A7 — 0;(p A° + 0;AY) = 0 = DA + 9;00A° = 0

De la primera de las ecuaciones averigtiariamos el potencial electrostdtico V', pero en
ausencia de cargas se puede elegir nulo, lo que implica que la segunda de las anteriores
ecuaciones quedard como la ecuacién de ondas para cada componente del vector potencial
electromagnético:

A'=0=04"=0

Podemos por tanto expandir las soluciones del potencial en series de Fourier dentro de una
caja de dimensiones Ly, Ly y L3 suponiendo condiciones periédicas para cada coordenada y
obteniendo la conocida cuantificacion en el espacio de momentos:

271'77,1 271'77,2 27rn3

ki = ko = ks =
YL 7T Ly T L

tendremos

k1koks

en donde dejamos manifiesto el caracter real del campo.

Es manifiesto que en este espacio de momentos la condiciéon de Coulomb se lee como una
condicién de transversalidad para cada componente:

G A= 0=F A—0
que también debera satisfacer, sustituyendo en las ecuaciones del campo y usando su linealidad:

d214: g -
——k 4 02|k;|2A,; =0
dt?
o, lo que es equivalente, cada componente del campo es solucién de la ecuacién de un oscilador

armdnico vibrando en la frecuencia:

wi = k|
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y podemos separar la dependencia temporal en la forma:
1. — = —iwgt A — o dwgt
Ap(t) = e AL(t) = e

pudiendo reescribir el campo como

ff(f, t) = Z (Eke”’k'x + akgeik'm)
k1 koks

Admitiendo para los campos eléctrico y magnético la misma expansién como solucién de
la ecuacién de d'Alembert:

(Ex(t)e™™ + Ej(t)e™™7)

E

(Bi(t)e™ ™ + Bi(t)e %)

]l
I

>
k
>
k
obtenemos

F=——7= Ek(t) = iwk k(t) = Z|k3|Ak(t)
B =V x A= By(t) = ik x A,(t) = ity x Ex(t)
es por esto por lo que a las componentes A, o, equivalentemente, ¢, se las llama polari-
zaciones, ya que tienen la direccién del campo eléctrico.

Vamos a hallar la expresidon de la energia para acercarnos a la cuantificacion del campo.
Partiendo del lagrangiano libre:
£ = 1F Fr 1
==t (18.9)

y poniéndolo en funcién de los campos eléctrico y magnético

1 . . _
Z = —Z(EGO/FQ& + FoF™ + Fy F% + Fy F™*) =
1 . 1
= —Z(—EQ — B + ey BlenB') = 5(E2 — B?%)

Recordando la expresiéon del momento conjugado:

0.7
Fe == gpAb - 9 A° = B
T B0y A) 0 k

se tiene, para la densidad hamiltoniana
H =1 A, - & (18.10)

la expresidn
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1
H = 1AL — L = EF(E* + 0,A°) — 5(E? — B?) =
:EQ—%(EZ—BQHE-@V

y por tanto el hamiltoniano se simplificard con las condiciones de contorno a:

H= /d?’:c,%” = %/d%(EQ + B?)

Si usamos la expresion del campo eléctrico, al calcular e integrar su cuadrado llegaremos
a integrales del tipo:

L
; o
/ dze'F1 =R = Ly,
0

con lo que

V — — — — — — — —
H:EZ[(ER~E,,€+E,€-E;+cc)+(Bk-B,k+Bk~BZ+cc)]
k

en donde a cada expresidn hay que sumar el complejo conjugado (cc) y entendemos que queda
claro por el contexto cuando la V' se refiere al volumen, como en el caso anterior. Usando
también que:

ﬁk = —ﬁ_k

ﬁkEikzo
2

— — w —
|B|* = |Ey|* = C—f(Ak - AL)
vemos que los términos transversales se cancelan:
ék . BL]C = (ﬁk X Ek) . (’ﬁ:,k X E,k) = —el-jleipqnf;E,inZEzk =
= —|ﬁk|2Ek X E_k + (ﬁk : Ek)(ﬁk : E_k) = —Ek . E_k

con lo que

Introduciendo las coordenadas

P
Qr=—(Ar+4;) P.=Qr= _ZWkT(Ak - Ap)

C

y desarrollandolas en una base ortonormal en el plano perpendicular a n:
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2
@k:ZQkaﬁka

k‘. k:E.Q_’k:():} 21
ﬁk:ZPkaﬁka

1

se tiene por fin para el hamiltoniano la expresion

| —

1 — —
H = oS (BE + Q) =

k

Z Z (P2 + wiQ2y)
!

a=1,2

con lo que se ha demostrado que el campo electromagnético sin fuentes se puede repre-
sentar como un sistema de osciladores arménicos desacoplados vibrando cada uno
con frecuencia w; y descrito por variables candnicas.

18.9. Cuantificaciéon del campo electromagnético

El proceso de cuantificaciéon que iniciamos ahora, consiste en ascender el rango de las
variables candnicas a operadores en el espacio de estados del sistema. Para ello definimos su
actividad fundamental en analogia con los corchetes de Poisson de la mecanica clasica, por
medio de la correspondencia:

1 A~ 4
[Qu P]clésico — %[Qu P]cuéntico (1811)
con lo que, al igual que ocurria con los corchetes fundamentales, se debe cumplir

[Qkom pk:’a’] == ih(skk’éaa’

otro de los cambios al cuantificar el campo consistira en transformar los complejos conjugados
en los conjugados hermiticos (adjuntos).

Volviendo al potencial vector, su expresion en funcién de las variables candnicas se puede
poner, ahora como operador

2
2 c . A h
A= —C (P - i
k 2%\/?(@ e +weQr) = ¢ 2%‘/;% Uy,

en donde se introducen los operadores

1 ~ ~
Aoy = 1P, +w
k \/m( k K Q)
1 . .
al = —iP +w
ko \/m( k ka)

que satisfaran las relaciones de conmutacion
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[akcw ak/a/] = [CLZON a;’a/} =0

+ —
[a'kon ak’a’} - 5kk’5aa’

Si queremos poner el hamiltoniano en funcién de operadores debemos tener en cuenta que
son eso, operadores, y por tanto los productos no conmutan y debemos realizar corresponden-
cias del tipo:

obteniendo

[:[ = ; Z %(akaa;a + a;aa;m) = ; Z (Nka + %) ﬁwk (1812)

en donde el operador nimero es el definido en la mecanica cudntica:

Vv, — ot
Nio = a] aka
Asi, el estado de cada oscilador esta definido por su nimero de ocupacién y en esta base
los autovalores nos dardn a su vez el valor de la energia del estado del oscilador:

Nka|Nkaat> = Nka|Nka7t>

1
Eyo = hwy <Nka + 5)
en donde se usa la representacion de Schrodinger en la que son los estados los que llevan la
dependencia temporal y se pueden obtener a partir del operador de creacién como:

‘Nkaut> = '<a’;a)Nlm‘07t>

Nio!
de esta forma el estado total viene definido en el espacio de Fok por cada uno de los niimeros
de ocupacion de los estados de cada oscilador.

A partir del formalismo introducido vemos que hay un problema de consistencia importante.
En efecto, si intentamos calcular la energia del estado fundamental nos encontramos con un
término infinito:

EOZ;Z;M:OO!

Para resolver esta dificultad del infinito en el estado de vacio utilizamos el llamado producto
u orden normal, debido al fisico italiano Gian Carlo Wick (denotado por una acotacién
de dos puntos) para los campos bosénicos, que consiste en poner siempre a la derecha los
operadores de destruccién, es decir, como si conmutaran:

L ayay asazay = aj ag ayasas
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El uso de productos normales de Wick es equivalente a una renormalizacién del origen
de energias, tomando este como el valor esperado de la energia en el vacio. En este caso el
hamiltoniano y la energia de un estado genérico quedan como:

H= ; Z % s (akaaf, + af aga) = ; Z hewr Nia
E= ; ZNkaﬁwk

Un célculo analogo al efectuado para el hamiltoniano podriamos hacerlo para el momento
total obteniendo la expresion

2, 1 2, 2, - A
P:E/dgx:ExB::;;ﬁkNm

Cada estado individual se asocia con una particula llamada fotén, +, y definida por su
energia hwy, momento hk y polarizacién «. La particula ademds es no masiva:
i = B — il = P — AR = 0
c c c
en donde se ha usado la definicién de wy y de nuevo se introducen las constantes naturales
por claridad como se ha hecho a lo largo de este punto.

18.10. Bosones y fermiones. Conexion espin-estadisti-
ca

En el formalismo genérico esbozado al principio de este capitulo vimos cémo se favorecia
naturalmente el hecho de que varias particulas ocuparan el mismo estado cuantico. En la
cuantificacién de la teoria de campos de estas particulas aparecian relaciones de conmutacién.
Sin embargo, esto no es siempre asi. De hecho, esto sélo se cumple en el caso de las particulas
de espin entero o bosones. El fotén estudiado es el ejemplo paradigmatico.

Sin embargo, para las particulas de espin semientero prevalece el llamado principio de
exclusion, enunciado por Pauli en 1925 y segun el cual nunca puede haber dos de tales
particulas en el mismo estado cudntico. El principal ejemplo en este caso fue el electrén. A
estas particulas se las conoce con el nombre de fermiones y el principio de Pauli, en su ini-
cio fundamentalmente fenomenoldgico, perdié su condicidn de principio al ser integrado en el
formalismo mas especial de la teoria de campos y hacerlo corresponder con las distribucio-
nes estadisticas de las particulas en la llamada conexidon espin-estadistica, segtin la cual
los bosones siguen la llamada estadistica de Bose-Einstein y los fermiones la de Fermi-Dirac.
Este trabajo también fue elaborado por Pauli, basdndose en las aportaciones del fisico suizo
Markus Fierz, para el congreso Solvay de 1939 que al final no se celebré debido al violento
momento politico imperante en Europa. Aunque mas adelante intentaremos profundizar en él,
vamos a apuntar alguna implicacién de una teoria cudntica de campos en un espacio de Fok
de fermiones.
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En un trabajo fechado en 1928, el aleman Pascual Jordan y el hingaro Eugene Paul
Wigner se dieron cuenta de que para que se cumpliera la antisimetria requerida en los campos
fermidnicos habia que imponer relaciones de anticonmutacién para los operadores creacién y
destruccién:

{a’k87 ak/S/} = {alj:_s’ al—l_’s’} =0

+ —
{ak87 ak/s/} - 5kk’5ss’

en donde ahora la s representard otro niimero cuantico, normalmente la tercera componente
del espin.

De aqui se deduce que el cuadrado de un operador de creacién o destruccién debe ser nulo:
+ 1 _ 2 _ ()2
{a’ks7 a’ks} - {a’%‘? aks} =0= Qs = (a’ks) =0

y por tanto el operador nimero de un estado sélo puede tener autovalores 0 o 1 ya que

Nl?s = a’z—s(aksal—:s)a’ks = alj:_s(] - a’z—saks)aks =

) 0
_ .+ + N
= af e — G2, = N

resultado que refleja a la perfeccién el principio de exclusién de Pauli.
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Capitulo 19

PARTICULAS RELATIVISTAS DE
ESPIN 0

19.1. Introduccion

La evolucidn ldégica que se podia tomar para hacer una teoria cudntica relativista con el
mismo modelo que se siguié para hacer la teoria de ondas de Schrodinger estaba condenada al
fracaso. De hecho, no existe una ecuaciéon de ondas analoga a la de Mecanica Cuantica
que sea compatible con ésta y con la relatividad.

El mismo Schrodinger disend una ecuacién de ondas relativista, que fue mas tarde des-
cubierta independientemente por el fisico sueco Oskar Klein y el aleman Walter Gordon.
Hasta su interpretacion adecuada en términos de teoria cudntica de campos, fue desechada
por tres razones muy justificadas:

1) No reproducia el espectro de estructura fina del 4tomo de hidrégeno.
11) Se podian deducir probabilidades negativas.

111) Permitia estados de energia negativa.

No fue hasta el ano 1934, 6 afios después de que Dirac propusiera su ecuacién para
particulas de espin 1/2, cuando W.Pauli y V. Weisskopf interpretaron correctamente la
ecuacion de Klein-Gordon como la que describia un campo cuantico escalar. Veremos por
tanto cdmo se pudieron salvar estos problemas con una nueva interpretacion de la teoria en
el formalismo de segunda cuantizacién, y de hecho esta ecuacion es buena para el estudio de
muchas particulas sin espin como los mesones 7 o piones.

19.2. La ecuacion de Klein-Gordon

Para deducir esta ecuacién hay que respetar, aparte del principio cudntico de que los
observables aqui son operadores, la vieja férmula para la energia relativista:

EI2 :p202+m204

187
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Recordemos las prescripciones cudnticas para transformar observables, segln las cuales:

19)

E h—

LT
p— —ihV

en donde el dltimo simbolo corresponde al operador nabla habitual de la geometria diferencial.
De aqui naturalmente se infiere:

82
E% s —R2 =
ot?
# o 12V

Por tanto la ecuacién deseada queda como

2
hQ% — B2V 4+ mPictp =0
o bien
st m2ct
o — AV + = $=0 (19.1)

que usando unidades naturales (A = ¢ = 1) queda:

&¢ Vi 4+mPp =0
J— m =
ot?

Veamos ahora su forma covariante. Si usamos la métrica habitual en teoria de particulas (1,-
1,-1,-1) podemos reescribir la ecuacién anterior introduciendo el operador D’ Alambertiano,
que constituye la generalizacién del operador laplaciano en un espacio de Minkowsky:

P 4 _ —
D:g“ (’L(’?M—(?“@M—ﬁ—v
nos queda la ecuacidn de Klein-Gordon en su forma covariante mds conocida:

O+m?)¢p=0 (19.2)

que como vemos es manifiestamente invariante relativista, siempre que ¢ sea una funcién
escalar (que mdas adelante interpretaremos como un campo), es decir, invariante bajo una
transformacién Lorentz:

2 = Av = /(') = ola) = S(A"'2)

19.3. Limite no relativista

Si ponemos la solucién de la ecuacién de Klein-Gordon como

$a,t) = f(x, t)e ime



19.3. Limite no relativista 189

y tenemos en cuenta que en el limite no relativista, la diferencia entre la energia total y la de
Su masa en reposo es muy pequeia, es decir

T =FE — mc®> < mc?

como f(z,t) ~ e it se tiene
0
‘z’ a—{' ~Tf < mef

y operando un poco

0 0 1 ; 1 i 1 i
_¢ . <_f o —m02f> efﬁmCQt ~ __(T_'_mc2>fefﬁmc2t ~ __mc2efﬁmc2t

o \ot & B I
@ — 2 8_f _ imczf e*%mCQt — 82_f _ 177102% ef%mc%_
o2 ot |\ ot h o2 R ot

_ 1 2 8_f _ l 2 Fmeit
h <8t B )e -
82f 22 Qaf m204 —imc t
[ﬁ‘ﬁm o W f}e e
~ % 2% i 2 4 —imc?t
20 ,O0f m*ct ] i o
[h o T e

y, légicamente
v2¢ —_ VQfe_%mCQt

Introduciendo estos resultados en la ecuacién de Klein-Gordon (I9.1)) obtenemos

—h

h ot h?

22 8f m204 i 2 i 2 i 2
2 _m02_+ f e_ﬁmCt—hQCQVQfG_fLmCt+m204fe_ﬁm6t:()

o lo que es lo mismo

Lof WP,

Reconocemos en esta (ltima ecuacién la ecuacién de Schrodinger, para particulas sin espin.
Esta seria una forma de ver que la ecuaciéon de KG es una ecuacién para particulas de espin
cero, dado que el tipo de particula no deberia verse afectado por el hecho de estar en el régimen
relativista o no.
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19.4. Soluciones. Energias negativas

La solucién en este caso es la onda plana:

¢($,t> _ Nefi(wtfk:c) — Nefi(Etfﬁf) — Nefip:c
en donde se asume el producto usual entre los cuadrivectores momento y posicién:
Pt = (Evﬁ)
= (t,7)

Notese también que el cuadrado de este cuadrivector momento nos da el cuadrado de la
masa, precisamente el origen de la ecuacién de Klein Gordon:

}épx:pux“:Et—ﬁf

2 2 oo m? m’v? 2
pr=ET—pp= 7~ ;= m
1—w 1—wv
La solucién apuntada es andloga a la solucién de Schrodinger y no habria ningtin problema
de no ser porque no es la Unica. Esto es debido a que ahora la relacién de dispersion es la

relativista:

wlk)=2VEkZ+m? (E=++p>+m?)
y por tanto en este caso existirdn dos soluciones generales, correspondientes a valores de
energia positiva y negativa:

e—z(Et—px) : ez(Et—i—px)

Este hecho no tendria mucha gravedad si no hubiera transiciones entre estados. En el caso
ideal de la particula libre estos estados no deben interactuar y por tanto prodriamos quedarnos
s6lo con las soluciones con mas sentido fisico, correspondientes a energias positivas, y trabajar
sin preocupacion. Sin embargo, este sistema ideal no es realista y en teoria cudntica de campos
hay que contemplar el hecho de que una particula de energia E podria decaer en otra con
energia —FE (sin mas que emitiendo un fotén de energia 2F).

Interpretar estas soluciones fue uno de los principales escollos del desarrollo de la teoria.
Teniendo ademas en cuenta que el hamiltoniano es definido positivo, como puede verse si uno
parte del lagrangiano de Klein-Gordon:

Lo = ¢ 0up —m*¢ ¢
dado aqui en su forma compleja (el factor 1/2 desaparece debido a que la parte conjugada

se toma como un campo distinto en las ecuaciones de Euler), del cual podemos obtener la
densidad hamiltoniana a partir del momento conjugado:

0.
= 0,0*
00

A =T0,6 — L = H = 8,60, + V"V + m2e*e

I =

cuyo caracter positivo es manifiesto. Hay que decir que estas cantidades complejas dan lugar
a dos conjuntos de ecuaciones independentes que se suelen usar para las particulas con carga.
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Pero como veremos el de las energias negativas no era el Unico problema que tenia este
formalismo.

19.5. El problema de la interpretacion probabilistica

En el contexto no relativista, la ecuacidén de Schrodinger definfa claramente una corriente
conservada a partir de la conservacién de la probabilidad. Alli llegamos a una ecuacién de
continuidad para la densidad de probabilidad y la corriente de probabilidad. Veremos que si
intentamos hacer los mismo en el formalismo relativista nos encontraremos de nuevo con pro-
blemas de interpretacion. Encontrar esta corriente es facil teniendo en cuenta que combinando
la ecuacién de Klein-Gordon con su compleja conjugada se cumple:

¢* (O +m*)¢p — (O +m?)e* =0

lo que implica que

Ot (x) =0
gt =i(¢*0"p — 0" ¢")

Sin embargo en este caso vemos que la componente que deberia corresponderse con una
densidad de probabilidad no parece definida positiva:

jo = i(¢*at¢ - <Z53t¢*)
siendo la parte espacial basicamente equivalente a la que salia en el formalismo no relativista.
Esto es asi por el caracter de la ecuacién de Klein-Gordon, que compromete una segunda
derivada temporal que hace que en la ecuacién de continuidad sobrevivan derivadas temporales
del campo. Podemos ver mas claramente el cardcter no positivo de la componente temporal
si aplicamos lo deducido a la solucién general de la ecuacién:

Pz, t) = e PP = 50— 9F — 49, /p2 + m?

llegando a la conclusién de que en efecto podriamos obtener probabilidades negativas sin sen-
tido fisico si siguiéramos defendiendo la interpretacidén probabilistica no relativista.

Esto sugiere que esta densidad debe ser reinterpretada como la conservacién de algu-
na cantidad no definida positiva, como la carga eléctrica, pero no como la conservacién de
una probabilidad. De hecho veremos que la cantidad adecuada para una corriente de carga
conservada Noether serd (recuperando las constantes fisicas para mayor claridad):

' = S50 — 90

€ 3 * *
Zﬁ/d (009 — 90,9")

| @)
@

JH —

Q= / g’

Aunque la visién clara de todo esto la tendremos en el formalismo de segunda cuantizacién,
veamos qué forma puede tener la solucién de Klein-Gordon y la carga del campo complejo

h
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bajo un punto de vista mas general.

Vamos para ello a pasar a la representaciéon en momentos, usada muy frecuentemente en
teoria de particulas. Cuando hablamos de representacién de momentos nos referimos a k o a
P, que son iguales en unidades naturales. Muchos de los problemas de hecho se caracterizan
por describir energias y momentos mas que coordenadas espaciotemporales, aparte de que
veremos que las expresiones ganan en claridad interpretativa.

Antes de nada, recordemos que se puede desarrollar una funcién en la forma de Fourier:
F@) =Y fre™
k

en donde se puede imaginar una caja de dimensiones L; con condiciones de contorno tales que
den una cuantizacién para el vector de onda de la forma:

2mn; -
k; = ’ i:1,2,---:>A3k::—
L. %

y por tanto

- A?’IQ —iki
f@) =) Ve ™

de lo que se puede suponer la forma que tendrd la suma en el continuo:
d*k e Bk~
2\ — Vf(k —ik®@ = L —ik®

f(Z) /(27r)3 f(k)e / - f(k)e

Siguiendo este mismo procedimiento se puede suponer que la integral de Fourier en el
espacio de momentos correspondiente a la onda de posiciéon tendra la forma:

1 ~ )
T) = d* 5(p® — m?)e~
o) = s [ A3 =
en donde el volumen V ha sido de nuevo absorbido en la funcién transformada y la delta de Dirac
nos asegura que el integrando sélo sea distinto de cero cuando se cumpla que E? — p? = m?
o, dicho de otra forma, cuando el desarrollo satisfaga de nuevo la ecuacién de Klein-Gordon:

O+ m?)é(x) o / 'pd(p) (—p* + m2)(p — m2)e 7 = 0

en donde se ha hecho uso de la propiedad zd(z) = 0. A este tipo de integraciones se las deno-
mina integraciones sobre la capa de masas. No hay que obsesionarse con las constantes que se
anaden ya que cada autor sigue sus propios criterios y se pueden encontrar de varias maneras en
los textos. Muchos de hecho optan por usar raices cuadradas en los denominadores para lograr
simetrias con las transformadas inversas y otros siguen arrastrando las constantes fisicas que
no aparecen si se usan unidades naturales. Aqui intentaremos avisar de las distintas notaciones.

Aunque la expresién dada del desarrollo de Fourier en espacio de momentos es manifiesta-
mente invariante Lorentz, es conveniente hacer actuar a la delta de Dirac para integrar sobre
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la componente temporal y quedarnos sélo con una integral tridimensional. Para ello hay que
recordar la propiedad de la delta sobre los ceros de su argumento:

1

Z T — ;) = 6(p* —m®) = == [6(° — E) + 6(p° + B)]
e 5

siempre que f(:vl) =0

con lo que podemos separar las soluciones de energia positiva y negativa en la forma

o) = ooy [ 0 B 4 5 )

6+ (p) = 6(E, )
(b*(p) = (b(_Ev _ﬁ)

Es importante recordar que estamos tratando el caso de soluciones complejas. Para las
funciones reales se debe cumplir, Iégicamente:

con pP’=FE vy {

~ -
O, =
Aunque en este caso el hecho esté mas oculto, la forma integral tridimensional también es

invariante Lorentz ya que el elemento de volumen ha sido deducido de un invariante Lorentz
con la propiedad de la delta de Dirac ya mencionada.

Veamos la forma de la carga conservada en espacio de momentos. Para ello debemos usar
la derivada temporal del campo:

—1 3 e —ipx e ipx
00(a) = 555 [ @[3 o)™ = G- )
teniendo en cuenta la definicién de la delta de Dirac:
(7~ ) = gy [ a7
(2m)3

encontramos sin demasiada dificultad la expresién de la carga en el espacio de momentos (de
nuevo incluyendo las constantes fisicas):

o | 5 T2 [ 0)3-0) - - 0)3-0)]

en donde, aparte de confirmar el hecho de que la carga no es definida positiva, se observa que
las soluciones de energia positiva y negativa contribuyen con cargas de signo opuesto, lo cual
es consistente con una interpretacién particula-antiparticula.

Q=

Como ya se ha dicho, esto se entenderd mejor en la reinterpretaciéon de los campos como
operadores de creacion y destruccién de particulas, de forma que las energias negativas co-
rrespondan a antiparticulas asociadas con operadores de destruccién de soluciones de energia
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positiva.

Asimismo se ve claramente que las particulas neutras deberdn estar asociadas a campos
reales en donde se cumple que @ = 0. Esto es asi por ejemplo en el caso del campo electro-
magnético.

19.6. Cuantificaciéon canonica

El método que debemos seguir para cuantificar el campo de KG es andlogo al ya estudiado
para el campo electromagnético. Se procedera por tanto a sustituir las variables dindmicas por
operadores a partir de la prescripcién de Heisenberg (I81T]).

El uso de conmutadores, como vimos, estd restringido a las particulas de espin entero
(bosones). Veremos que en el caso de los fermiones habra que usar relaciones con anticonmu-
tadores para obtener una descripcion consistente.

A partir de esta prescripcion el procedimiento de cuantificacién es el de conmutador a
tiempos iguales, con lo que en principio no es un formalismo invariante Lorentz:

[O(&, 1), (7, )] = ih6® (& - §)
t t)] = [ﬁ-(fv t)? ﬁ'(gj’ t)] =0

en donde podemos ver que las funciones de campo han sido ascendidas al rango de operadores
denotandolos con un arco circunflejo encima. Nos olvidaremos no obstante por comodidad de
esta notacion y tendremos siempre en cuenta que los campos serdn operadores.

La lagrangiana del sistema es en este caso:

m2ct

L =66 - VTV — —-¢"0
y por tanto los momentos conjugados:
p=9Z g w02
99 Zlohy
La densidad hamiltoniana por su parte es:
. i m2ct
H=np+r1T¢" — L =a1" + VTV + 2 O3R!
Por tanto el operador hamiltoniano sera:
m2ct
H = [ Ealn(o)n(@) + V6" @)Vo + ()0 (2)o(w)

y las ecuaciones de Hamilton quedan
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L0 S
Zﬁagb(‘r?t) = [gb(l‘,t),H]

L0 .
zﬁaw(x,t) = [n(Z,t), H]

con analogas expresiones para sus hermiticos. Desarrollandolas con ayuda de las relaciones de
conmutacién propuestas obtenemos:

L0
zﬁadx,t)—zﬁﬂ (Z,t)

0 m2c?
ih—n"(Z,t) = ih [ AV2(Z,t) — zt
@) = i (@900 - ot
que combinadas nos llevan de nuevo a la ecuacién de Klein-Gordon, esta vez para los opera-
dores:

1 9% 9 m2c?
S VO
c? ot
lo que nos muestra que con las relaciones de conmutacién propuestas todo cuadra, es decir,
los operadores de campo también cumplen la ecuacién de K-G.

Tendremos por tanto que construir un espacio de Hilbert en donde actien estos operadores
y se cumplan las ecuaciones del movimiento sobre ellos. Para ello usamos de nuevo el espacio
de Fok como hicimos en el caso del campo electromagnético, es decir, la representacién de
nimeros de ocupacién de estados de vibracién ya estudiada. Esto es licito hacerlo en el caso
libre debido al hecho de que los campos libres relativistas que representan particulas escalares
satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon y por tanto se pueden expandir en desarrollos de ondas
planas. (Esto no ocurre en el caso de campos con interaccién, en donde se aplica la teoria
perturbativa).

Recordemos que cldsicamente llegamos a

c d3p ~ 4 ~ .
)= —— - e—sz/ﬁ+ B ezpm/h
o() (27h)3 / 2F, ‘&@ ‘ZL@
energia positiva energia negativa
Si identificamos las transformadas de Fourier de energia positiva y negativa con los ope-
radores siguientes:

o) = 1BV ap)

C

6 = VAV
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estos coeficientes estan elegidos de forma que los nuevos operadores seran adimensionales.
Para los operadores de campo por tanto se tendrdn las expresiones (olviddndonos de nuevo
del gorrito de operador):

[CL(pv)efipx/ﬁ + bt (p')eipm/h]

_ [ & WV

O¢* #Pp [VE | o
7T(£C) = % = Z/‘ﬁ\/? [aJr(ﬁ’)epr/ﬁ _ b(ﬁ’)efzpm/h]

con expresiones andalogas para ¢ (z) y 7 (x), que en principio son campos independientes a
no ser que consideremos particulas neutras (operadores hermiticos) en donde bt = a™.

De estas expresiones se pueden obtener por inversidn expresiones también para los opera-
dores a y b, que deberan cumplir las relaciones de conmutacién siguientes:

la(p), a()*] = (2rh)*6® (5 — qj%
b(2), ()] = (27h)*6®) (5 — @%

siendo las demdas conmutaciones nulas. Para el caso de voliimenes finitos los valores del mo-
mento estan discretizados, y las integrales se convierten en sumas y, de acuerdo con las
correspondencias ya estudiadas

(27h) .
5pp’ Vv 5 (p - ﬁ)
se obtienen
lap, a}] = dp7
b5, b%] = Op7

El hamiltoniano en términos de estos nuevos operadores tiene por tanto la forma
3 d’p + +
H = WVEHG (P)a(p) + b(P)bT (P)] =

- [ vy o @t + b i)+ B 50— )

El dltimo término de nuevo carece de sentido fisico ya que asociaria una energia infinita al
vacio, como se puede ver en la expresion discreta:
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[A{ = Z Eﬁ[a;aﬁ + b;bﬁ -+ 1]
7

Estos términos de nuevo desaparecen si prescribimos el orden normal ya definido para
nuestros operadores:

2.4
m“c
I

H= /dgx: [mrJr—i-cQV(bJrV(b—l— s

quedando por ejemplo para el caso discreto
A=Y Efatay+ biby

P

que se puede comparar con el del campo electromagnético

H= % Z hwkagaa,;a

viendo las dos claras diferencias que tiene el campo de KG estudiado, por un lado la ausencia
de un indice de polarizacién (la helicidad del fotén es consecuencia de ser una particula de
espin 1) y la presencia de los operadores b consecuencia de considerar un campo con carga (el
operador A era hermitico).

De la misma forma podriamos calcular el operador momento

Pt) = — / PPr[rVe + Vort]

que nos daria las expresiones

B / (Q‘fr—g)gvmw(ma(m b ()

P = Z plataz+ bzbs)

p

no siendo necesario en este caso el orden normal debido a la cancelacién de p'y —p’en la suma.
Se puede por tanto definir el cuadrivector de la teoria como

Pr= [ GV (al) + b )

19.7. Espacio de estados

De forma andloga a como hicimos en el caso del campo electromagnético, vamos a cons-
truir el espacio de Hilbert sobre el que acttian los operadores campo, cuya representacion mas
inmediata es la de nimeros de ocupacién (espacio de Fok).
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Para las dos clases de osciladores existentes se definen dos operadores niimero hermiticos
de la forma:

vi@) — + v®) — p+
N9 =a*(Pa(p) NP = b (5)b(p)
De esta forma la energia de cada grupo de osciladores con momento p se podra desglosar
como

B = B 4O = R

correspondiendo a las contribuciones de los dos tipos de particulas.

El hecho de que estos operadores conmuten nos permite afirmar que se pueden definir
autoestados comunes, siendo sus autovalores los nlimeros de ocupacion:

N IN3) = N3 IN3)

N 1N = NG Nz
Asimismo se pueden interpretar los operadores at y a y b* y b como los de creacién y
destruccidon de particulas y antiparticulas respectivamente, siendo las antiparticulas las co-

rrespondientes a las soluciones de energia negativa (que no obstante contribuyen en este
formalismo con una cantidad positiva de energia).

V5 A )
[Ny, a5] = —ay Npaz|Ny) = (Ny — 1) |Np)

[N, af] = ai } . { Nyaf |Np) = (Np+1) [N)

siendo el estado fundamental aquel en el que

N3|0) =0
Los autoestados por tanto se pueden definir como

(a) _ ! + +10)(@
[Np)™ = (Tﬁ)!a’p a, - a, [0)

Concluimos por tanto que los operadores a™(p) y b (p) crean particulas y antiparticulas
respectivamente, y los a(p) y b(p) las destruyen. Dividiendo también el campo de KG se puede

poner

con lo que
n . d3p h\/v —i/hpz T+ . d3p h\/v + i/hpx
¢+(x)—/WTEﬁa(ﬁ)e N <Z5_(37)—/(27rh)3 \/TEI;G (P)e

~ dp MWV , ~ dp MWV ,
(bi(x) — / 7]?3 \/_ b+(mez/hpx ¢+(x) _ / 4 - \/_ b(mefz/hpm
(2mh)? |2 E5 (2mh)? \/2E;
campos definidos en la representacién de Heisenberg (los estados son constantes en el tiempo)
y cuya interpretacidn es clara: ¢ (x) destruye una particula en el punto x y ¢_(z) crea una
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antiparticula en el punto z, y los adjuntos hacen lo contrario (los subindices + y — solo se
ponen para indicar que son soluciones de energia positiva y negativa respectivamente).

Si utilizamos la representacidn espacial en lugar de la de niimeros de ocupacién un estado
de muchas particulas localizadas en 7y, ..., 7, sera:

y en el espacio de Fok un estado general con N; particulas de momento p;, N, particulas de
momento ps, etcétera, serd

()™ @) -
(NIN,! - - )12

Y la funcién de onda correspondiente al estado anterior en la representacion de coordenadas
se puede poner como

|INi, Ny, ...) = |0)

ANy No, (X1, ) = (T1, -+, Ty t| Ny, Na,y -+ -)

con n = Ny + Ny + ---. Se tratard de una funcién simétrica respecto al intercambio de
particulas, y si pusiéramos el ejemplo de las antiparticulas seria igual, lo que indica que las
particulas de espin cero cumplen la estadistica de Bose-Einstein.
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Capitulo 20

PARTICULAS DE ESPIN 1/2

20.1. Introduccion

Paul Dirac abordé el problema de construir una ecuacién de onda que tuviera una in-
terpretacién probabilistica aceptable. Se dio cuenta de que el problema de la ecuacién de KG
era que contenia una segunda derivada temporal 9?/0t?, y la densidad de probabilidad que se
deducia contenia una primera derivada 0/0t de la que surgian las probabilidades negativas.

Ademads, como se requeria invariancia relativista, la ecuacién deberia contener también
términos lineales en las primeras derivadas espaciales. La forma mas general que debia tener
la ecuacién era por tanto

ou(i)
ih BT

0 0 0
| 1 9 2 U 3 0
N [ ich <a ozl to ox? tao ox3

= [—z’cho/@- + ﬁmCQ]i/J(fa t)

) +ﬁmcﬂ vt = (20.1)

en donde los pardmetros o' y 3 que cumplan los requerimientos exigidos tendran que ser
matrices, y la ecuacién anterior serd una ecuaciéon matricial para las componentes de un vector
columna 1 = ® denominado espinor.

Las propiedades que debe satisfacer la ecuacién seran las siguientes:

1.- Cada componente 1) del espinor debe cumplir la ecuacién de Klein-Gordon que implementa
la correcta relacién relativista

E2 — |ﬁ|262 4 m204

2.- Debe ser posible construir una corriente conservada cuya componente 0 sea definida posi-
tiva y pueda interpretarse como una densidad de probabilidad.

3.- La ecuacién debe ser covariante bajo transformaciones Lorentz

201
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20.2. Condicién de capa de masas

Para que se cumpla la primera de las anteriores condiciones, si aplicamos ihJ/0t a los dos

miembros de (20.1)):

2
_hg%p = (—icha'd; + Bmc?)(—ichad ; + Bmc? ) =

[—R*a'a? 0;0; — i{a’, B} hmO; + B*m ety

en donde {A, B} = AB + BA indica el anticonmutador. Teniendo en cuenta la simetria de
0,0, se puede poner

. 1. . . o 1 ) )
a'a’0;0; = 5[0/043 +a’a’|0,0; = 5{0/, o’ 10,0;
con lo que tenemos

824

2—
h oh?

1. . . .
= 02h2§{al,a]}8i8j + i{a, By hmo; — B°m2ct| ¢

que comparada con la ecuacién de KG

2
hQ% = (R*c*0? — m*ch)¢

arroja un resultado

{a', e} =20,;1(= (a')? =1)

{a',B} =0 (20.2)
B =1
con lo que la ecuacién que cumplen las componentes de v es la de KG:
82 o'
hZ a’;/; — (h202v2 _ m204),¢)04

Como ya se ha adelantado con la notacién, las condiciones (20.2]) no las pueden satisfacer
simples niimeros sino matrices. La ecuacién de Dirac quedaria en unidades naturales como

i%—f = (—iat -V + Bm) (20.3)

y la dimensién matricial mas pequefa en la que se pueden satisfacer las condiciones (20.2]) es

4, obteniéndose:
;. (0 o (1 O
«= (o 5) 5o %)

en donde se usan las identidades 2x2 y las matrices o son las de Pauli:

L (01 o (0 =i\ 5 (1 0
"‘(10""@0 7 =0 —1
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y el campo en este caso es el espinor de 4 componentes

cuya interpretacién se verd mas adelante.

20.3. Covariancia Lorentz
Si introducimos las llamadas matrices de Dirac definidas por

VY'=B o =8

las condiciones (20.2)) se pueden poner en la forma compacta
{77} =291

y la ecuacién de Dirac en funcién de estas nuevas matrices es

(thy" 0, — mel)y(x) =0

203

(20.4)

que en la literatura a veces aparece con unidades naturales en la forma todavia mas compacta

(i = m) = 0

donde se ha usado el llamado slash de Feynman, ¢ = v*a, (= @ = +"0,,).

Recordemos que la covariancia Lorentz significa que si se satisface la ecuacién en un sistema
de referencia y se hace un cambio a otro por medio de una transformacién Lorentz, las nuevas

variables deben cumplir la misma forma de la ecuacidn, es decir,

(thy*" 0y — mel)(xz) =0
(ihy*d;, — mel)y'(2') = 0

en donde @, = -2 vy la transformacién viene dada por
Y ox'H

r— 2 =Ax
w
ot — 't = AP, v

La accién de esta transformacién sobre el espinor se denota como S(A) y toma la forma

Ui (z') = 5% 517 ()

y como
g  0x¥ 0
ox'm 't Oz

se tiene, olvidandonos ya de la matriz identidad

= (AT),0,

I

(ihy"0, — me)y'(2) = (ihv“ (A_l)”u 0y — mc) SY(x) =0



204 20. Particulas de espin 1/2

y multiplicando la ecuacién por S~! queda
[m (A, (S4#5) 9, — mc] W) =0
Por tanto, si se cumple

(A1), 87118 = 4" = (ih"d,, — me)ip(x) = 0

es decir, obtendriamos la covariancia requerida. Mds adelante veremos a qué nos lleva esta
condicién de covariancia, que reescrita se puede poner como

SIS = AV, (20.5)

20.4. Corriente de probabilidad

Si tomamos la conjugada hermitica de la ecuacién de Dirac (20.4]) se tiene

—ih@lﬂ/ﬂfy‘” —mep’ =0
y teniendo en cuenta la propiedad de las matrices de Dirac siguiente
P =090 (= 170 = 7%9*)
y multiplicando a la derecha por 7° la anterior ecuacién
—ih@uwwov“ —mep™y° =0
Definiendo el espinor conjugado de Dirac ¢ como
U(w) = ¢i(a)y’

obtenemos la ecuacién
—thd, " — mep =0

que se suele escribir como -
U(z)(ih 0 " + me) =0 (20.6)

4 _ ., . .
en donde v 0 , = 0,7, para compararla con la ecuacién original

(thy"0, — me)y(z) =0

Mas conciso suele ser expresarla en unidades naturales y usar también el slash de Feynman
para compararla con su hermitica, quedando

(i —m)y =0
S
(i d +m) = (20.7)

con lo que

DD +m)p + (i —myp =0
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es decir Y
VP + 9P =0
y recordando que @ = "

Ay + Py b = 9, (py"y) = 0

Con esto efectivamente encontramos la corriente conservada que buscabamos

J* = (p,j) = 97" (20.8)
cuya ecuacién de continuidad es 5
P e 7_
a*FV'j—O (20.9)
en donde o
j=vyv =vlay
y
U
pla) = N v(a) = l(a)ola) = (U1, 03,05, 7) | |
(e
o bien

4
p=> >0

expresion que es explicitamente definida positiva. Ademds, si normalizamos 1) de forma que
tenga dimensién [L]~3/2, p tendrd dimensiones de inversa de un volumen y podra interpretarse
como una verdadera densidad de probabilidad. Con esto por tanto esta salvada una de las pegas
iniciales de la ecuacién de Klein-Gordon, veamos si persiste el problema de las soluciones de
energia negativa.
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Capitulo 21
ELECTRODINAMICA CUANTICA

21.1. Introduccion

El primer ejemplo satisfactorio de una teoria cudntica de campos fue la electrodinamica
cudntica (EDC o, en inglés, QED), la teoria del electrén y el fotdn.

Las dos consecuencias fundamentales de los principios de una teoria cudntica de campos
se pueden ver aqui:

1) La fuerza electromagnética entre dos electrones surge de la emisién de un fotén por una
de las particulas y su absorcién por la otra. La conservacién de la energia-momento estd
garantizada si uno admite el principio de incertidumbre.

2) Cuando Dirac publicé su ecuacién relativista para el electrén en 1928, abrié las puertas
para el desarrollo posterior de la QED. La interpretacién de la ecuacién de Dirac apuntaba
la necesidad de la existencia del positron, antiparticula del electrén, pero inicialmente Dirac
no la predijo (por "pura cobardia”, segiin palabras suyas). Sin embargo, fue descubierto
experimentalmente en 1932 por Carl Anderson en Caltech y Patrick Blackett en Inglaterra,
compartiendo premio Nobel por este hecho.

La electrodindmica cudntica, y cualquier teoria de campos, se | € €
pueden estudiar mediante unos diagramas inventados por el fisico /
estadounidense Richard Feynman. En la figura 21.1]se puede apreciar \”xL
el intercambio de un fotén virtual por dos electrones interaccionando | ¢ / \ -
electromagnéticamente.

Figura 21.1: Diagrama
de Feynman
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Parte V1
MISTERIOS CUANTICOS
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Es equivocado pensar que la tarea
de la fisica es averiguar como es la
naturaleza. La fisica se refiere a lo
que nosotros podemos decir de ella.

N.Bohr (Moore 1966)
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Capitulo 22

INTERPRETACION DE
COPENHAGUE-GOTINGA

22.1. Introduccion

Toda teoria fisica exige, ademas del formalismo que la encuadra, una interpretacion que
la haga comprensible. En ese sentido, la teoria cudntica es la que mds interpretaciones ha
generado, como por ejemplo: 1) la de Copenhague-Gotinga de Bohr, Heisenberg y Born; 2)
la ortodoxa de von Neumann y Wigner; 3) la del universo participatorio de Wheeler; 4) La
estadistica de Einstein; 5) la de la onda-piloto de de Broglie 6) la causal de Bohm; 7) la de
muchos mundos de Everett; 8)la de las historias decoherentes de Griffiths, Omnés, Gell-Mann,
Hartle y Zurek, etc. Lo mas sorprendente es que varias de estas interpretaciones coexisten
todavia en la actualidad, aunque otras han sido claramente superadas.

La que aqui nos ocupa, la de Copenhague o Copenhague-Gotinga, que es como deberia
llamarse, es la interpretacion que surgié en los albores de esta rama de la fisica y en los afios
30 fue completada por la llamada ortodoxa que ha sobrevivido practicamente hasta finales
del siglo XX, siendo de nuevo completada aunque nunca refutada con éxito ni experimental-
mente ni en su esencia filoséfica. Los principales promotores de estas ideas fueron Bohr y su
discipulo Heisenberg. En 1949, Albert Einstein recordaba sobre la época de la creacién de la
mecanica cuantica: “Todos mis intentos de adaptar las bases tedricas de la fisica a los nuevos
resultados sufrieron un rotundo fracaso. Tenia la sensacién como si perdiera pie y por ninguna
parte se veia terreno firme donde se pudiera edificar. Siempre me parecié un milagro que esta
base oscilante y llena de contradicciones resultara suficiente para permitir a Bohr, hombre de
genial intuicién y fino instinto, hallar las leyes mds importantes de las lineas espectrales y de
las envolturas electrénicas de los dtomos, incluyendo su valor para la quimica. También ahora
esto me parece un milagro. Es la suprema musicalidad en la esfera del pensamiento”

22.2. Principio de complementariedad

En el discurso de aceptacion de su premio Nobel en 1954, Max Born recordé lo profunda-
mente divididos que estaban los famosos tedricos cuanticos en dos campos: “...cuando digo
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que los fisicos aceptaban el modo de pensar que en aquella época habiamos desarrollado no
estoy siendo del todo correcto. Entre los investigadores que contribuyeron de manera destacada
a la construccién de la mecanica cuantica hubo algunas excepciones notabilisimas. El mismo
Planck estuvo entre los escépticos hasta su muerte y Einstein, de Broglie y Schrodinger no
dejaron nunca de subrayar los aspectos insatisfactorios de la teoria...”.

Este dramatico desacuerdo giraba en torno a algunas de las cuestiones mas fundamentales
de toda ciencia: jexisten los objetos atémicos con independencia de las observaciones huma-
nas?; y si es asi, jes posible que el hombre comprenda de forma correcta su comportamiento?

Puede decirse que, en general, las escuelas de Copenhague y Gotinga (Bohr, Heisenberg,
Born...) respondieron de manera mds o menos pesimista a esas cuestiones. Y en contra de
esta idea estaban Einstein, Planck, Schrodinger, Ehrenfest y de Broglie. Con relacién a esto
Heisenberg escribid: “. .. todos los que se oponen a la interpretacién de Copenhague estadn de
acuerdo en un punto. En su opinidn seria deseable volver al concepto de realidad de la fisica
cldsica o, para utilizar un término mas filoséfico, a la ontologia del materialismo. Preferirian
retornar a la idea de un mundo real objetivo, cuyas partes mas pequeiias existen objetivamente
del mismo modo que existen los drboles y las piedras, con independencia de si son observadas

o no”

Dos fueron los desencadenantes fisicos del desarrollo de la interpretacion de Copenhague-
Gotinga: la dualidad onda-corpusculo y el principio de incertidumbre. El afio més im-
portante de culminacién de esta interpretacién fue 1927.

A partir de 1911, el industrial quimico belga Solvay patrocina
conferencias internacionales de fisica a las que se invita a la élite
cientifica. Estos encuentros son ocasién de que especialmente Bohr
y Einstein debatan las dificultades conceptuales de la nueva teoria y
discutan sobre los denominados experimentos mentales. Uno y otro
presentan su experimento conceptual para refutar la teoria del otro. Figura 22.1: Bohr vy
En la Conferencia Solvay de 1927 el experimento a debatir toma Einstein
como base el realizado por Thomas Young en 1801, el famoso expe-
rimento de la doble rendija en donde, a partir de unas franjas de interferencia, se ponia en
evidencia la naturaleza ondulatoria de la luz. Este hecho no concordaba con la misma hipdtesis
cudntica que sobre la luz habia hecho Einstein, seglin la cual ésta se comportaba de forma
corpuscular en mintsculos paquetes denominados fotones.

Esta dualidad de la naturaleza, la luz actuando como onda si atravesaba rendijas o como
corpusculo si incidia sobre una placa fotografica no satisfacia a Einstein: parecia perderse la
realidad objetiva. Sin embargo, la escuela de Copenhague-Gotinga lo explicaba gracias al prin-
cipio de complementariedad introducido poco antes, en septiembre de ese mismo afo, por el
propio Bohr. En sintesis este principio viene a afirmar que si se quiere aprehender la naturaleza
como un todo, hay que expresarse utilizando modos de descripcién contradictorios. Bohr decia
que las teorias ondulatoria y corpuscular eran ejemplos de modos complementarios de descrip-
cién, vélidos cada uno por si mismos, aunque (en términos de la fisica de Newton) incompatibles
entre si. Este principio seria pues una forma de sortear la dualidad onda-corpusculo y tam-
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bién, como veremos a continuacion el otro gran aporte que enuncid su discipulo ese mismo afo.

Werner Heisenberg propugna un nuevo principio de comportamiento de la naturaleza en
el mundo microfisico, la interaccién observador-observado no contemplada en el paradigma
clasico. Por ejemplo, si queremos observar un electrén, de alguna manera lo tenemos que
iluminar con fotones de luz, y esto lo perturbard, es decir, ya no estara en el estado que
queriamos observar. Existe un limite fundamental en la precisiéon con que podemos determinar
simultdneamente ciertos pares de variables. La naturaleza es asi, cuanto mas nos acercamos a
ella mas difuminada se nos muestra.

Sin embargo, segln el principio de complementariedad pueden aparecer dos modos de
descripcién de un sistema determinado como mutuamente exclusivos, aunque ambos sean
necesarios para la completa comprensién del sistema. Asi, por una parte, podemos querer des-
tacar la causalidad teniendo en cuenta que hay una evolucién bien determinada del estado del
sistema, definido por su funcién de onda. No obstante, esta descripcidn sélo tiene significado
si dejamos de hacer observaciones de las variables de espacio y tiempo, ya que el proceso de
efectuar estas observaciones perturbaria el estado de un modo imprevisible y destruiria la cau-
salidad. Por otra parte, podriamos preferir destacar la descripcién espacio-temporal y sacrificar
la causalidad. Bohr sostiene que cada descripcion ofrece una vision parcial de la “verdad” total
respecto al sistema tomado en su conjunto.

Einstein intentd refutar el principio de incertidumbre mediante esos experimentos mentales
en los que él era el mejor maestro. Tenia el finde probar que la interaccidn entre el aparato
de medida y el objeto fisico, el electrén por caso, no puede ser tan misteriosa e incognoscible
como pretendian Bohr, Born y Heisenberg o que la discontinuidad no debia jugar un papel
tan grande. Uno de esos experimentos mentales, por ejemplo, consistia en una pared con un
agujero pequeho por el que pasaba un electrén que iba a chocar con una pantalla semiesférica,
produciendo un centelleo en uno de sus puntos. Einstein argumentaba que inmediatamente
antes del impacto, la funcidén de onda tenia un valor no nulo en toda la pantalla, que se deberia
anular instantdneamente en el momento del impacto (pues el electrén no podia llegar ya a otro
punto), lo que contradecia a la teoria de la relatividad pues habria una accién que se propa-
garia mas deprisa que la luz. Bohr argumentd el dia siguiente que el principio de incertidumbre
obligaba a tener en cuenta el retroceso de la pared al pasar el electrén lo que obligaba a admitir
una incertidumbre en el momento de paso, haciendo invélido el argumento de Einstein. Uno a
uno Bohr iba refutando los argumentos de Einstein, al costo de varias noches de poco sueho
y mucho trabajo.

Parece légico entonces que cuando en 1947 la corona danesa
concedié a Bohr el ingreso como caballero en la aristocrdtica Orden
del Elefante, el escudo elegido (ver figura 22.2)) llevaba la siguiente
inscripcién: contraria sunt complementa.
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22.3. Positivismo

Hay que recordar que el ambiente filoséfico de la época es-
taba impregnado por el positivismo légico generado por fisi-
cos y filésofos agrupados en el denominado Circulo de Viena
(1922). En esta interpretacién se adopta el punto de vista ba-
sado en el necesario cardcter medible de toda magnitud fisi-
ca.

Mas adelante, el mismo Popper, el creador del concepto de falsa-
cionismo en ciencia, que habia sido influido por las bases de ese movimiento en los afios 20 (y
a veces se le confunde con uno mas de ellos), hacia sus matizaciones hacia esta interpretacién:
“Tenemos ondas y particulas mds bien que ondas o particulas. No existe la complementariedad
bohriana ni tampoco la indeterminacion heisenbergiana - la llamada férmula de indetermina-
cién debe ser interpretada como relaciones de dispersién” (1984).

Resumiendo, la interpretacién de Copenhague fue una introduccién de la filosofia positivista
en la fisica llevada a sus lltimas consecuencias, y el ingrediente fundamental de la misma fue el
principio de complementariedad de Bohr. En general esta interpretacion supone que el mundo
fisico posee justamente aquellas propiedades que se revelan por la experiencia, y que la teoria
sélo puede tratar con los resultados de las observaciones, y no con una realidad hipotética
subyacente que pueda o no yacer bajo las apariencias. Cualquier intento de ir mas lejos para
especificar con mayor precision los detalles microscépicos de la estructura y evoluciéon de un
sistema atdmico, inevitablemente sdlo encontrard aleatoriedad e indeterminacion.



Capitulo 23

EL GATO DE SCHRODINGER

23.1. Introduccion

A mediados de los afios 30 del siglo XX ya estaban establecidos los fundamentos de la
Mecanica Cudntica y su interpretacion ortodoxa. Sin embargo, fue en esa época cuando los
fisicos empezaron a ponerla en cuestién con rigurosidad. Uno de esos fisicos fue el austriaco
Erwing Schrodinger, precisamente uno de sus creadores.

23.2. Descripciéon

La primera aparicién de nuestro gato fue en el mes de noviembre de 1935 en un articu-
lo titulado Die gegenwértige Situation in der Quantenmechanik ("La situacién actual de la
Mecanica Cudntica”) en la revista alemana Die Naturwissenscheften (" Ciencias Naturales”).

En este experimento mental, Schrodinger maquina una composicidén diabdlica. Se trata
de un gato encerrado en una caja de acero en el que hay una vasija cerrada con cianuro
de hidrégeno (gas venenoso), amenazada por un martillo acoplado a un contador Geiger.
Ademas, hay una fuente de dtomos radiactivos, de manera que si se produce la desintegracién
radiactiva de alglin atomo, el contador Geiger disparara el martillo, que rompera la vasija vy,
por consiguiente, el gato morira (figura 23.1]).

Figura 23.1: Experimento del gato
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23.3. Analisis

La Mecanica Cudntica nos da una probabilidad del 50 % de que al cabo de una hora se haya
producido la desintegraciéon y el gato esté muerto. j Qué sabemos entonces, después de esa
hora y sin abrir la caja, del estado del gato? Aparentemente se podria definir un estado puro
para el gato en el que se mantuviera vacilando entre la vida y la muerte, en la superposicion:

1 .
gato) = —(|vivo) + |muerto 23.1
|gato) ﬂ(l )+ | ) (23.1)
Este estado ya de por si solo puede considerarse bastante chocante, pero mas sinsentido si
cabe le parecia a Schrodinger el hecho de que, si mirdramos por una mirilla el estado del gato,
éste pasaria a estar, o bien vivo, o bien muerto. Y que este hecho de la observacidn parezca
definir la vitalidad del gato deviene, en efecto, absurdo.

De hecho, cualquier observacién, por minima que fuese, podria discernir el estado del gato
y por consiguiente colapsar su estado de superposicién. Un solo fotén nos podria dar la infor-
macién de la vitalidad que buscamos y colocaria al gato en un estado vivo o muerto.

Pero a su vez, y este es uno de los aspectos mds profundos y controvertidos de la paradoja,
cualquier observador ajeno a nosotros podria colapsar ese estado, jo no? j Qué hay del propio
gato observando el frasco? jPuede considerarse sélo la consciencia humana capaz de colapsar
funciones de onda?

23.4. Interpretaciones

Las diferentes interpretaciones y soluciones que dan los fisicos de este interesante expe-
rimento siguen siendo hoy en dia cuestidon de opinidn, si bien es cierto que a mi juicio hay
opiniones sobre esta paradoja que se alejan bastante del ambito cientifico adentrdndose en
terrenos mas resbaladizos, especialmente cuando entran en juego filosofias " orientalizantes”,
acabando en verdaderos disparates.

Vamos a ver algunas de las lineas interpretativas que a grandes rasgos se han podido
encontrar.

23.4.1. Copenhague

Esta es la interpretacién mds aséptica, la que menos se compromete, ya que seglin ella
lo prescriptivo es no intentar hacer averigliaciones sobre la realidad subyacente. Lo Unico que
tenemos son las predicciones de la Mecanica Cuantica, y segun estas la mitad de las veces
encontraremos al gato vivo y la otra mitad muerto, cosa que en efecto ocurre. Caso cerrado.
Los fisicos nos referimos a esto con un viejo aforismo:"” jCalla y calcula!”.

No obstante, en mi opinidn ningtn fisico ha estado del todo comodo con este plantea-
miento (que en realidad es un "no planteamiento”) y, recordando al extraordinario pensador
de fundamentos cudnticos John Bell, apetece seguir su maxima: " soy ingeniero cuantico, pero
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los domingos tengo mis principios”. Vamos a ver alguna otra linea de interpretacion de la que
se sirvieron sin duda para llenar algin dia festivo.

23.4.2. Ortodoxa. Conciencia Cuantica

En los tiempos de la fundamentacién de la Mecadnica Cuantica pronto se vieron los proble-
mas que planteaban sus postulados, especialmente el relacionado con la medida que rompia
frontalmente con la evolucién. Fue entonces cuando se pueden situar las explicaciones de la
Mecanica Cudntica relacionadas con la consciencia (von Neumann, Wigner), hoy en su mayoria
superadas.

No obstante, atin hoy en dia existen ideas residuales que relacionan de una forma miste-
riosa los estados fisicos con la conciencia, aunque también hay que decir que algunas de esas
ideas las defiende todavia gente con una reputada carrera cientifica, con exposiciones bastante
meditadas (Penrose), pero légica y lamentablemente esto ha servido de caldo de cultivo en la
sofistica de la ciencia contemporanea, y hoy en dia cualquier chaman puede tener su propia
interpretacion del problema.

Seglin estas interpretaciones, en el colapso de la funcién de onda juega un papel relevante
la conciencia, aunque a veces no se deja claro cudl puede ser la definicién de esta conciencia.
Por ejemplo, qué entes pueden tener suficiente conciencia como para colapsar funciones de
onda. Con el humor que le caracterizaba, el mismo John Bell se pregunta, si el sistema es el
Universo,” jestaba la funcién de ondas esperando a 'saltar’ desde hace miles de millones de
anos, hasta que apareciera un organismo viviente unicelular? jo tuvo que esperar algo mas
hasta la aparicién de un medidor cualificado, un doctor en fisica?” (Bell 1990)).

Como hemos dicho, en los origenes de la Mecanica Cuéantica esta interpretacion parecia
inevitable y fue propuesta por Eugene Wigner para dar fin a los aparatos de medida que se
iban exigiendo recursivamente para que se produjera el colapso de la funcién de onda. Todo
acabaria en la conciencia humana. En la década de los 80 Roger Penrose en cierta medida
lo alimentd, si bien de forma mucho mas sutil, al ser consciente de las limitaciones del argu-
mento de Wigner. Penrose relaciona el proceso del colapso con la supuesta nueva teoria de
la gravitacién cudntica, y afirma que la conciencia debe de jugar algin papel activo, siempre
que se defina la misma en términos de esa nueva teoria fisica. También parece admitir que el
propio funcionamiento cerebral se debe en gran parte a efectos cudnticos: "...me parece que
existe una posibilidad definida de que tales hechos puedan desempeiiar un papel en los modos
de pensamiento conscientes. Quiza no sea demasiado caprichoso sugerir que las correlaciones
cudnticas podrian desempefiar un papel operativo en amplias zonas del cerebro” (Zohar 1990).
Parece no obstante que ni la opinién de sus colegas ni los hallazgos biofisicos sobre el fun-
cionamiento del cerebro han apoyado sus teorias. (Para empezar porque en un érgano que
funciona a temperatura ambiente parece inviable que se den efectos cuanticos).

Un punto de vista relacionado con la teoria ortodoxa de Wigner es el de universo partici-
patorio de John A. Wheeler. Seglin este enfoque, las superposiciones lineales pueden resolverse
en alternativas reales sin la presencia de una conciencia siempre que su evolucién haya con-
ducido a la localizacién de un ser consciente cuya existencia se explica precisamente porque
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aquellas superposiciones han colapsado. Es un argumento circular al que no le falta atractivo:
nuestra sola existencia explica multitud de colapsos.

Wheeler cuenta, a propdsito de esta idea, una leyenda hebrea basada en una lucha de egos
entre Jehovd y Abraham: "ni siquiera existirias si no hubiera sido por mi", le dice Jehov4,
"es cierto, Sefior, ya lo sé, pero también es cierto que Tu no serias conocido si no fuera por
mi” (Zohar 1990)).

Este perfume holistico de la Mecanica Cudntica es el que ha hecho que a veces se encuentre
rodeada de corrientes filobudistas ajenas a la Ciencia.

23.4.3. Negaciones del colapso

Una de las teorias mas Ilamativas que prescinden del colapso como determinante de la
realidad fue la de los muchos universos publicada en 1957 por Hugh Everett Ill. Segln esta
teoria la funcién de onda nunca colapsaria, a costa de tener una visidon de ella mas global.

Para Everett, cada superposicion de vida y muerte en el gato debe estar relacionado a su
vez con distintos estados del observador, el que ve el gato vivo y el que ve el gato muerto. En
cada medida que se produce el mundo se desdobla, de modo que en cada universo habrd un
ejemplar distinto de observador y de gato:

|Wiotal) = |Vivo) ® |observador viéndolo vivo) + |muerto) ® |observador viéndolo muerto)

Everett defiende que nunca se puede separar al observador de la funcién de onda, y que
evolucionan siempre de forma determinista. Lo que ocurre es que cada versiéon del "yo"sélo
percibe una parte de la funcién de onda global desdoblada en miltiples universos. El universo
se bifurca cada vez que se realiza una medida generando constantemente nuevos universos
paralelos con historias ligeramente diferentes.

Logicamente esta curiosa interpretacion se ha topado con numerosas criticas, especialmen-
te en lo que atafie a su falta de realidad y poca economia (a su autor, ya fallecido, le han
llegado a propugnar insultos como, "fumador empedernido”). Desde un punto de vista mas
riguroso, cabria preguntar todavia acerca de cudndo exactamente se produce la bifurcacién de
los mundos o si tenemos que contemplar diferentes lineas de desdoble dependiendo de la base
en la que desarrollamos el vector de estado.

En esta linea de negacion del colapso y huyendo de las interpretaciones que aluden a la
conciencia se encuentra la teoria de de Broglie-Bohm (debido a que fue creada en su origen
por Louis de Broglie y retomada y ampliada por David Bohm). En ella la funcién de onda es
reinterpretada fisicamente como un campo real de naturaleza ondulatoria que existe indepen-
dientemente del observador, y es definida por la ecuacién de Schrodinger. Pero ademas existe
la particula determinista que va "guiada”sobre la onda, cuya apariencia aleatoria se explica
por indeterminaciones en la posicién inicial. A menudo se habla por ello de la onda piloto, ya
que la funcién de onda define el potencial que guia a la particula. El colapso impuesto por
Copenhague no es aqui mas que el resultado de la interaccidn entre particulas con trayectorias
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determinadas.

Hay que decir, sin embargo, que la parte de la funcién de onda correspondiente a lo no
observado podria tener influencia futura, y que el mismo Bohm no creia que su teoria evitara
completamente el problema de la conciencia. Como curiosidad decir que Einstein, a quien va
dirigido el tnico agradecimiento de su articulo principal, dijo entre colegas: " David ha hecho
algo bueno, pero no es lo que yo le dije".

Como vemos , una objeccidén importante a estas interpretaciones es lo que ocurre con las
ramas de la funcién de onda que no se miden, ya que podrian dar lugar a futuras interferencias
que en el mundo clasico no son observadas. La respuesta a esta cuestidén parece que la da un
proceso denominado decoherencia, que vamos a estudiar aparte por ser compatible con las
demas interpretaciones.

23.5. Decoherencia

Seglin este fendmeno, nunca podremos ver los efectos cuanticos de superposicidén e in-
terferencia en los sistemas complejos debido a la interaccidén con el entorno de sus miltiples
grados de libertad. Se admite que las fluctuaciones con el entorno eliminan las coherencias de
la funcion de onda, es decir, los procesos cuanticos de interferencia de las ramas de la funcién
de onda son tan aleatorios que no se puede definir un estado puro coherente para un objeto
tan complicado.

En el caso del gato, la decoherencia negaria la posibilidad de que se pueda escribir con
una superposicién como la dada por (23.]). Un gato es un sistema muy complejo, de unos
10% dtomos, muy dificil de aislar del entorno (aparte de que la fuerza de la gravedad no se
puede apantallar) y en muy poco tiempo la superposicién pasa a ser una mezcla de estados
incoherentes en donde el gato, o bien estard vivo, o bien muerto, independientemente del
observador. (La Luna continda existiendo ahi fuera aunque nadie la mire porque es imposible
que se mantenga en una superposicién coherente).

Hay que puntualizar aqui una cosa, y es que nadie estd negando que los efectos cuanticos
se den a escala macroscépica. Lo que la decoherencia explica es la imposibilidad de observarlos,
lo cual por otra parte es lo que nos dice la vida cotidiana. Si se pudiera descifrar exactamente
todo lo que ha ocurrido en el entorno podriamos incluso advertir qué ramas darian un patrén
de interferencia y exactamente qué otras ramas han hecho que finalmente no se observe. Si pu-
diéramos controlar exactamente todas las variables en efecto podriamos definir un estado puro
total para el sistema, pero nos tenemos que conformar con un estado reducido mezcla estricta.

La decoherencia es por tanto un proceso de pérdida de informacidn, y esta relacionado por
tanto con los procesos irreversibles. Y un ejemplo de estos seria el colapso. Mientras que la
evolucién de una funcidn de onda es unitaria y reversible, el colapso es un proceso irreversible
cuyos detalles serian justificados por este fendmeno. En este sentido la explicacion por historias
decoherentes seria la evolucién moderna de la interpretacién de Copenhague, pero de hecho
lo que pretende es describir un proceso fisico real, no proponer una interpretacion mas. De
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esta forma estaria apuntalando la interpretacion de Copenhague de la Mecanica Cuantica, en
el sentido de entender el colapso como un proceso fisico.

También ha sido llamada darwinismo cuantico por uno de sus defensores mds convenci-
dos, el fisico de origen polaco Wojciech Hubert Zurek, debido a que se produce una suerte de
seleccion natural debido a la cual sélo sobrevivirian los estados mds estables.

Pero veamos de forma mas clara que dice el fendmeno decoherente sobre el problema del
gato. Podemos pensar en un estado puro un poco mds complejo que el admitido hasta ahora,
tal como:

W) = af¥y) + B|Vs)

en donde, por ejemplo:

|W1) = |vivo) ® |frasco no roto) ® |Geiger no detecta) ® |fuente no emite)
|Ws) = |muerto) ® |frasco roto) ® |Geiger detecta) ® |fuente emite)

Sabemos del punto [14.3.1] que siempre podemos representar de forma mdas general ese
estado mediante el proyector unidimensional:

p=[U)(¥| = (a|¥) + B]¥2) @ (@™ (V1| + B7(Va]) =
= || @) (1| + | B[ W) (Vo] + S| W) (Vo] + Ba | W) (W]

que en la base de vectores |U;) y |U5) se verd como:

2 *
p = |W)(0] = (f‘ﬁ'* fgfz)

Los elementos no diagonales son los respondables de los fenémenos de interferencia, las
famosas coherencias que el proceso de decoherencia eliminaria quedando el estado como una
mezcla incoherente representada por la matriz densidad (puesta de nuevo en desarrollo de
proyectores):

p=U)N(T] = || 1) (1| + B[ W) {Ts|

en donde las dificultades de las superposiciones lineales han desaparecido, ya que este estado
representa un colectivo de sistemas fisicos en los cuales el gato estd, o bien vivo, o bien muerto.

Aparte de esto, la mayoria de las explicaciones por decoherencia del fendmeno del gato
hacen hincapié en lo ridiculo que puede ser partir de un estado tan naif como el (23.1]). En
primer lugar porque si se prepara ese estado el gato deberia tener multitud de otras propiedades
distintas de la vitalidad perfectamente definidas (como las relacionadas con la expresién de su
cara, por poner un ejemplo). O bien el gato podria estar también en los estados puros:
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L
|gato) = ﬁ(\mvo) — |muerto))
L . :
|gato) = E(h}wo) + i|muerto))
|gato) = L(\vivo) — i|muerto))

S

o en cualquier otro conjunto de estados mutuamente ortogonales de cualesquiera propiedades
incompatibles que imaginemos distintas a la vitalidad.

Légicamente hay mucha literatura cientifica discutiendo este fenémeno, especialmente sus
partes oscuras, como la eleccidn de la base para su explicacién, la naturaleza de la interaccién
con el entorno o los tiempos en los que tiene lugar, pero hoy en dia podemos decir que es
muy asumible para muchos fisicos. (Teniendo en cuenta, por supuesto, que esto sigue siendo
materia de opinién, no de ciencia).

23.6. Los calamares de Schrodinger

Admitiendo por tanto que la Mecdanica Cudntica es valida para todos los érdenes de mag-
nitud, tanto microscépicos como macroscépicos, y observando el hecho de que a nivel ma-
croscépico no se dan los efectos cudnticos relacionados con la superposiciéon, cabe preguntarse
qué ocurre en la escala intermedia, la mesoscépica, es decir, jse pueden observar mesogatos?

La respuesta la estd dando la fisica experimental en las dltimas décadas, y parece afirmati-
va. En principio la base del problema es limitar el nimero de estados que pueden alcanzar los
sistemas, es decir, el problema estaria mas relacionado con la complejidad que con la escala
métrica. Lo que parece al alcance de cualquier laboratorio es enfriar los materiales cerca del
cero absoluto, pero hay que encontrar también tanto un material de naturaleza adecuada como
el dispositivo idéneo a emplear.

Aunque ya se dio un primer paso por cientificos de la Universidad de Florencia en 1994 con
moléculas de Mnq5Acyg, los primeros imanes monomoleculares, en donde se observaban su-
perposiciones magnéticas por una décima de microsegundo, el hallazgo mds conocido se debe
a Anton Zeilinger y sus colegas de la Universidad de Viena, en donde en 1999 se observaron
interferencias cudnticas con fullerenos, moléculas de carbono de 60 dtomos (Cg). A partir de
este descubrimiento el afio siguiente uno de los firmantes del articulo, Markus Arndt, y colegas
de Alemania, Estados Unidos y Suiza lograron reproducir un experimento muy similar de hasta
430 atomos.

No obstante, el descubrimiento mas espectacular en este sentido se ha producido en 2010
por el grupo de investigacién de Andrew Cleland, en la Universidad de California (EEUU). En
este experimento han entrado en juego los llamados SQUIDs (Superconducting Quantum In-
terference Devices), toros superconductores con una o varias uniones de Josephson (cortes de
unos pocos nandémetros que, por efecto tinel, actiian como un cubit, con dos estados cudnticos
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bien definidos). Enfridndolo a 25 mK se observaron estados de superposicién en un material
con unos j20 billones de dtomos! Estos estados puros cudnticos correspondian a corrientes
eléctricas en un sentido y el opuesto, cuyas superposiciones correspondian a dos autoestados
de la energia (el fundamental y el excitado) que fueron los observados experimentalmente.

Debido al hecho de que "SQUID" en espaiiol se traduce como "calamar”, los anglopar-
lantes pueden afirmar que, aunque no se han observado gatos de Schrodinger, los calamares
de Schrodinger ya han sido observados (aunque hay que tener claro que no a simple vista).

Desgraciadamente los tiempos de decoherencia calculados hasta ahora tedricamente a tem-
peratura ambiente nos dan valores inferiores a la unidad de Planck, por lo que se puede afirmar
que es practicamente imposible observar efectos cudnticos en un sistema clasico, por mucho
que la literatura periodistica y la "sabiduria” no cientifica afirme que los fisicos defendemos la
ubicuidad de los gatos.
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EL TEOREMA DE BELL

24.1. Introduccion

Ya desde su primera formulacién en los afios 30, la mecanica cudntica recibié objeciones;
algunas mas superficiales y otras mas serias que, si bien no la invalidan ni mucho menos, si que
senalan puntos que el formalismo, o su interpretacidn, deberia aclarar; progresando sin duda
en sus éxitos experimentales, pero con un ojo puesto en aquellas cuestiones fundamentales que
no sean puramente linguisticas.|La historia que nos atafie aqui es compleja, y es facil confundir
lo sutil con lo trivial, pero vamos a echar un vistazo a los argumentos centrales.

24.2. Elementos de realidad

La mas célebre de las mencionadas objeciones a lainterpretacion ortodoxa de la mecanica cuantica
se halla en el famoso articulo de Einstein, Podolski y Rosen, abreviadamente EPR. En el mis-
mo, se propone un concepto de realidad de una magnitud fisica que parece intachable, los
llamados elementos de realidad:

Si, sin perturbar en modo alguno un sistema, podemos predecir con certeza (esto es, con
probabilidad igual a uno) el valor de una cantidad fisica, entonces existe un elemento de
realidad fisica correspondiente a esta cantidad fisica.

A. EINSTEIN, B. PopoLskI, N. ROSEN (1935)

EPR plantean: j Podemos preparar| un sistema fisico en un estado en el que observables a los
que la mecdnica cudntica (MC en lo que sigue) asigna un caracter de incompatibles arrojen un
valor cierto? EPR proponen tenderle esta “trampa” a la MC preparando un sistema compuesto
por dos subsistemas que viajan a zonas causalmente separadas en las que se ejecutan las me-
diciones correspondientes simultaneamente en el Ireferencial del laboratorio. EPR plantean el
problema como una disyuntiva: o bien la MC es incompleta (existen elementos de realidad no
cubiertos por la descripcién cudntica), o las cantidades correspondientes a operadores que no
conmutan no pueden tener valores definidos simultdaneamente, y a continuaciéon argumentan
haber encontrado un ejemplo de tales cantidades. El argumento original de EPR es algo inge-
nuo, utilizando ondas planas para su razonamiento, y centrando su discusidn en las variables de
posicién y momento lineal, en clara omisién de lo que hoy sabemos: que no es posible preparar
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un estado completamente definido en ambas variables posiciéon y momento lineal, con lo cual
nunca tendremos correlaciones exactas, ni siquiera en principio, para ambos subsistemas, ya que
las relaciones de indeterminacion son constricciones sobre las dispersiones de las variables; no
sobre los errores sistematicos de los aparatos de medicién. En otras palabras: cualquier estado
conjunto que preparemos de dos particulas vendrd afectado de indeterminaciones en coorde-
nadas y momentos lineales de su centro de masa. En cualquier descripcién realista de esta
preparaciéon habra unos ciertos Axcym, Apey que hardn que incluso la determinacién ideal
de la posicién de una de las particulas no permita garantizar que la segunda particula tiene
posicién asignable con certeza, pues la suma :c(cllz/[ + wgﬁd no es nula de manera exacta (con
dispersién nula). Otro tanto se puede decir para el momento lineal.

Esta objecidn se supera con el espin, para el cual si es posible preparar estados con dispersion
total nula para una variable aditiva respecto a los subsistemas, lo que nos habilita para definir
anticorrelaciones exactas dentro del formalismo de la MC.

Se atribuye a David Bohm (Max Jammer, 1974) trasladar la discusién al momento angular
de espin. Un sistema de espines preparado en el estado singlete viene dado por:

1
|¢>=ﬁ

Este estado es famoso en la fisica por diversos motivos, apareciendo en teoria de grupos, y
en particular en la formulacidn del isospin. Esta no es en absoluto una configuracion exdtica:
cualquier sistema de dos espines % enfriado suficientemente, emite radiacién hasta caer a
un singlete. Baste decir que, aunque para su escritura hemos sugerido una configuracion
particular en términos de una direccién nominal (superposicién de la funcién de onda con
espines antiparalelos menos la intercambiada), en realidad es simétrico bajo rotaciones. Es

decir:

() = 1) (24.1)

1
V2

para cualquier vector unitario de referencia n.

El singlete de espin, al contrario que los estados de posicién y momento lineal (incluso
en el caso mds favorable de paquetes minimos, o de indeterminacion minima), si tiene las
caracteristicas deseadas de presentar correlaciones exactas (que en este contexto se llaman
anticorrelaciones, por motivos que veremos), al menos en principio (si descartamos el efecto de
ruido de los detectores, que siempre esta presente). Efectivamente, si J representa el momento
angular total, segtn el principio de indeterminacién, en su version mas general, para, p. €j. J,
y Jy:

[¥) (ITndn) = NnTn))

1 1. h
(A|¢>Jx) (A|¢>Jy) > 2 ’<[Jx, Jy])w’ 9 ’ZhUz)\w’ D) ’<Jz>|¢>’ =0
ya que el estado singlete de dos particulas con dos estados de espin (“arriba” y “abajo”)
24.7) satisface (Jz) ) = (Jy) )y = (J2)}yy = 0. Como J. = 5S4+ 5%) (donde los superindices
(1) y (2) entre paréntesis denotardn a partir de ahora “particula 1" y “particula 2"), se
deduce que la medicién de la componente de espin segiin una direccién establecida para
una particula permite asegurar que la componente de espin seglin la misma direccion para
la segunda particula es igual y opuesta: El sistema presenta indeterminacién en sus partes
(S, = 4+1 0 S, = —1 con iguales probabilidades de 0,5), y sin embargo certeza en el total
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(J. = 0 con probabilidad 1); con lo cual, si en una de las particulas el espin S, p. €j.,

resulta positivo, en la otra ha de ser negativo y de igual magnitud. De ahi el nombre de

“anticorrelaciones” . Se puede ver mas en detalle, calculando los valores esperados cudnticos:
El valor esperado cudntico del cuadrado de J, = s 4 5@

(107 = (), — ((20)

Pero:
1 1
(Tdyy =5 (NS @I 1) + 5 (U [ @ T 41) +
+% (L@ SP[ 1)+ % (Ut |1 © 8P| 1) =

JEERC ERCEROR

Obsérvese para lo previo que:

N | —

ISP Ity =t |SP eI 1)) =
= (I [T @ SP 1) = (1L T2 SP[4r) =0

con lo cual:

(ByTs)" = (2,

Desarrollando el cuadrado del momento angular total:

2y _ /(g 2> < ) 2> mg@y 1, L 5 1_
() = (80)), +((82)7)  +2(sWs) =+ -2x7=0
Estos son los calculos:

2 2

Sustituyendo (), = (¥ |C| ) con € = (887)7, (8&)7, Vs y ju) = L5 (114) = 1)),
y teniendo en cuenta que en eI espaC|o producto lo que estamos promedlando en realidad
son los operadores producto: s I, I® s y s g s , Y que ademds S, = az (si las
particulas son de espin % que es lo que supondremos en adelante):

() = ‘W\O’ @I 1) +3 Lt o e 1] 11) =
<T¢|I®I|N>+§(¢T|I®I|H>:_

1
8

1
<(S 2 > = igual que el anteriorzz
(550, -

% <NW&MAN>—X—QN%®%Hﬁ
1 1

1 1
=3 (Tl 1) { oz 4) + 3 <¢ lo| 1) (To| 1) = —5 — ST
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Observacién: Ninguno de los términos cruzados (|1 |C| 1J) (con C' cualquiera de los ope-
radores funcién de o) contribuye.

(AWOJZ)Q - <J22>\¢>
(T = 0= (S, = (5P,
1) ¢(2) _ _ 1)2 _ 2)2
<S§ Sé >|¢> =-1=- <S£ : >|¢> - <S£ >\¢>

Con lo que:

1 1 1
2\ _ /c(1)2 (2)2 WMoy _* 1 L
<Jz>\¢>—<5z >|w>+<5z >W>+2<SZ S| >|w>_4+4 2><4_0

Un esquema que quizd pueda ayudar para el desarrollo de todos estos célculos, incluyendo
los que veremos mas adelante para el teorema de Bell, es:

vector |operador| vector vector |operador| vector vector |operador| vector
AN AN AN | A AN A~ | /=
1212|112 )= 1 1 1 2 2 2

24.3. Variables ocultas

Lo que quisiera cualquiera al que le convenza el argumento EPR, y cuya toma de posicién
sea que la MC es una teoria incompleta, es encontrar unas ciertas variables, que genéricamente
llamaremos {A}, y que modelen la descripcién matematica de aquella supuesta parte de la
realidad fisica que la MC no describe. Estas {\} no son meras suposiciones metafisicas, sino
que tienen dos trabajos que hacer: (1) Valores definidos de las mismas deberian conducir a
valores definidos de los elementos de realidad; y (2) Valores promediados de las mismas para
cierta distribucién de probabilidad p ({\}) deberian conducir a dispersiones en las variables
(en general, no compatibles) que tenga sentido medir y que sean consistentes con las propor-
cionadas por la MC. En otras palabras: son las supuestas variables cuya estadistica debe dar la
MC de modo analogo a como la mecanica estadistica de las posiciones y velocidades atémicas
da lugar a la termodindmica.

i Por qué se nos exige una toma de posicién? Recuérdese que EPR plantea una disyuntiva:
O bien la MC es incompleta, o existen variables fisicas que no pueden tener valores definidos
simultdneamente. Téngase presente que, para quien estd completamente convencido de que
la MC es correcta y completa, no hay problema: jPor supuesto que hay variables fisicas que
no pueden tener valores definidos simultdneamente! Precisamente las que no conmutan.

24.4. Enredamiento

Cuando un sistema cudntico compuesto por dos subsistemas (con grados de libertad inde-
pendientes) se halla en un estado conjunto tal que:

)" # 1) @ ()


http://es.wikipedia.org/wiki/Mec%C3%A1nica_estad%C3%ADstica
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decimos que el sistema 1 estd enredado con el sistema 2. Basta para ello que se cumpla,
por ejemplo:

) =3 [ @ )P (24.2)

aunque el estado enredado mds general es (de hecho, el estado cudntico mas general de
un sistema compuesto):

() =3 ey 1Y @ 1) (24.3)
0,

En el estudio de la decoherencia, el enredamiento, laimedicion o lalteoria cuantica de la informacion,
este concepto de enredamiento se desarrolla en forma mas concreta. Véase que los estados

1 2 : , )
\1/1)5 ) o |1/1)§ ) referidos en (Z42) podrian no ser ortogonales. Cuando ambos conjuntos son
ortogonales:

(| us) = (v ) =6,

entonces el indice ¢ se presta a la asignacién de un observable, que por construccién seria de

la forma (Q o i |1/1i>(1) <1/1i|(1)). Asimismo, se presta a la asignacién de un observable
del sistema 2 que puede usarse para medir Q") en el subsistema 1. En otras palabras, un
sistema compuesto que presenta enredamiento en esta forma, es un sistema en el que la no
factorizabilidad se produce de tal forma que los coeficientes de enredamiento c¢;; en (24.3)
forman una matriz diagonal. Es una observacién de Wojciech Zurek que muchos sistemas
fisicos tienden a adoptar esta forma cuando se centra la discusién en una parte (1) que tiene
pocos grados de libertad y una parte (2) que es tipicamente “ambiental” (con muchos grados
de libertad) y se tiene en cuenta que las interacciones son locales (funciones puntuales de
la posicién). Este concepto de Zurek se llama leinselection, o “superseleccién de observables
inducida por el ambiente”. Dicho de otra forma: el ambiente tiende a favorecer interacciones
recurrentes a través de cualquier indice discreto i en el que centremos nuestra atencion,
rompiendo asi la coherencia cudntica. Es una cuestidon que tiene que ver con lo peculiar de
describir lo que le ocurre a un dtomo que estd enredado con ~ 10?3 dtomos.

Subsistemas enredados de esta forma peculiar, que es “diagonal” en cierto indice que
podria formar parte o no de un [conjunto completo de observables compatibles de cualquiera
de ambos, se puede definir una entropia que caracteriza el nivel de enredamiento de ambos.
Si p es la Imatriz densidad del sistema conjunto:

sV (p) = s (p) = —Tr (plogp) = — 3 |es log |cif? (24.4)
donde “Tr" representa la traza de un operador lineal. Es decir:

Te(p) = > (ilpli)

(2

para cierta base del espacio de Hilbert {|i)}
Funciones como log p, que admiten un desarrollo en serie, se definen para operadores
diagonalizables de la manera siguiente si admiten un desarrollo en serie de Taylor:

00
=1
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fp) = f (D 'diag(p1,---,pn) D) =

(D_ldiag (ph e 7pN) D)n = D_lf (p) D

p=I

ya que:

(D_ldiag (p1,-++, PN) D)n =
I

1 4e ~— .
= D™ diag (p1,- -+, pn) DD~ "diag (p1,- -+, pn) D
I
1 _—
D dlag(p17"'7pN)DD dlag<p17"'7pN)D:
= D~ 'diag(py,--- ,pn)" D = D 'diag ((m)" .-+, (pn)") D

(n veces)

donde D es la matriz que diagonaliza p: = diag (p1, -+ ,pn) = DpD ™.

La definicién de entropia (24.4]) no es mas que la usual en MC, pero referida a los coeficien-
tes (probabilidades p; = |ci|2) del desarrollo conjunto de los subsistemas, y recibe el nombre de
entropia de enredamiento. Cuando dos sistemas estan enredados en la forma (24.2)) respecto
a conjuntos ortogonales {W})El)}: {W)Z@}, su entropia de enredamiento es una propiedad

comun, y se puede obtener para el subsistema 1 promediando sobre los estados del subsistema
2, 0 viceversa:

s(p) = —Tr® (p@log p@) = ~Tx® (oW log p®)

Es decir, primero promediamos sobre todos los estados del subsistema 2 para obtener la ma-
triz densidad de 1, y después tomamos trazas usando la/descomposicion espectral de la identidad
de 1: o viceversa.

24.5. Localidad

Por localidad quiero decir algo como los axiomas de Atiyah-Segal para cobordismos
Riemannianos

(Tomado de un [FORO DE FISICA TEORICA en INTERNET)

3.325. Con el fin de evitar tales errores debemos hacer uso de un lenguage de signos que los
excluya evitando usar el mismo signo para simbolos diferentes y evitando usar en una forma
superficial similar signos que tienen modos diferentes de significacion: es decir, un lenguage

de signos que esté gobernado por una gramatica Iogica, por sintaxis légica [...]

LubpwiG WITTGENSTEIN: Tractatus Logico-Philosophicus, Seccién 3.325
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El término “localidad” en fisica esta afectado del sindrome de la torre de Babel: aparece
en la literatura con significados que van desde sutilmente distintos a completamente distintos,
lo cual crea mucha confusién. Intentaremos aclarar las diferencias.

L.Z Localidad en teoria de la matriz de scattering: La transformada de Fourier de una
amplitud de scattering con [soporte compacto es exponencialmente acotada y analitica en el
momento lineal. Es un concepto técnico que no nos interesa aqui y que /Arkani-Hamed explica
en leste video en inglés (hacia 6:20).

L2 Localidad algebraica, analitica; o si se quiere, matematica (esta acepcién es puramente
conversacional, pero es muy usual): A es funcién local de B si un punto en el espacio de las A
(valor numérico a, de A) determina un punto en el espacio de las B (valor numérico b, de B). El
significado de esto es “desarrollo en variables que conmutan todas dos a dos”. Los matematicos
hablan de un “desarrollo no local” cuando manejan expresiones polinémicas en variables que
no conmutan; ej.: (A + B)2 = A? + AB + BA + B?, con AB # BA, o mas simplemente,
cuando A = f(B); con AB # BA. jPor qué llaman a esto los mateméticos “no local"?
Porque si AB # BA, (suponiendo, por simplificar, que tanto A como B son autoadjuntos)
todos los valores puntuales (numéricos) de B estdn en cualquier valor puntual (numérico)
de A: |a) = >, |b) (bl a), que no es mds que una manera elegante, inventada por Dirac, de
escribir la transformacién de Fourier.

Esta forma de no localidad nos interesa, porque, como veremos, las variables del experi-
mento EPR para el espin son no locales en este sentido cuando uno acepta que la proposicion
|a) (a| (jlos proyectores son proposiciones!) para una particula implica su negacién (I —|a) {(a|)
para la otra particula. La consecuencia es que la diagramatica de Venn no es valida para pro-
posiciones referidas a proyecciones de espin. Esta es la clave de la brillante idea de EPR:
sortear la incompatibilidad cuantica, que es aplicable inicamente a operadores que actiian en
el espacio de estados de una particula y que no conmutan (p. €j. [S1, Se] # 0) trasladdndola

a proposiciones sobre operadores que si conmutan ([Sg(cl), Sg(,z)} = [Sél) RI,I® Sg(f) =0),
pero relativos a la otra particula, utilizando los principios de conservacion.

L3 Localidad en teoria de campos: Las interacciones son funciones locales en el sentido
de que los acoplamientos entre variables de campo|en la lagrangiana se expresan en el mismo
punto: W; () ¥, (z), y nunca en puntos diferentes: W, (x) ¥; (z + a). Una caracterizacién
equivalente es que la lagrangiana no depende de derivadas espaciales de orden arbitrariamente
alto. Concepto técnico también que no es el relevante aqui.

L4 Causalidad del problema de Cauchy o, si se quiere, localidad einsteniana: A veces se
habla de “localidad” cuando a lo que se hace referencia realmente es a esto. Un problema de
evolucién es causal cuando los datos de Cauchy (condiciones iniciales) se propagan dentro de
conos causales. Este concepto se solapa con el de causalidad en teoria cudntica de campos
relativista. Estas formulaciones de la causalidad en términos del propagador también tienen un
sentido técnico que no nos interesa aqui.

L5 No localidad en sentido de Bell, Clauser, Shimony, etc., es decir, no separabilidad; en
el sentido de efectos a distancia entre sistemas enredados |(entangled). (Mejor aqui hablar de
no localidad, ya que la peculiar descripcién de los sistemas fisicos que hace la MC es no local
en este sentido preciso.) Esta no localidad especifica de la MC se da por la concurrencia de
dos aspectos diferentes:
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(1) Los sistemas cudnticos estan representados por campos (funciones de la posicién y el
tiempo), que satisfacen el principio de superposicién.

(2) El espacio de estados de un sistema cudntico de varias particulas es un producto externo
de los espacios de estados individuales.

Los campos clasicos, que cumplen el principio de superposicidn, no presentan enredamiento.
P. ej., tanto el campo gravitatorio como el campo electromagnético cldsicos, son magnitudes
fisicas que se obtienen por superposicién de los efectos inducidos por todas las fuentes (cargas
y corrientes) ambientales para contribuir a un dnico valor, g (x,t), E(x,t) , B (x,t), etc.
Los campos clasicos, por tanto, cumplen (1), pero no cumplen (2).

Las particulas clasicas no presentan enredamiento. Es cierto que en la formulacion estadistica de Liouville
de la mecdnica clasica, los sistemas con interaccidn se enredan en su densidad de probabilidad
en el lespacio de fases: p (1, - ,Tn; D1, s Pn) # p1 (1, 01)** pu (T, Pn), pero lo hacen
sobre colectividades ideales llamadas colectividades de Gibbs./ Los (inicos observables de esta
teoria son cosas como la presidn, la temperatura, etc., que se definen como promedios sobre
colectividades.

Por el contrario, los sistemas cudnticos de varias particulas, se superponen, se propagan; y
ademads, sus estados dinamicos se construyen por productos de estados individuales. Esta es la
combinacién peculiar que constituye la |no separabilidad cuantica, como algunos han propuesto
llamarla para distinguirla de otros tipos de hipotéticas acciones a distancia. La consecuencia
de esto es que sera posible copiar situaciones fisicas (estados) instantaneamente y a distancia,
pero no transmitir datos o resultados de la misma manera.

24.6. El teorema de Bell

Recuérdese que dijimos que las supuestas variables ocultas {\} tenian dos trabajos que
hacer:

(1) Valores definidos de {\} deben conducir a valores definidos de los elementos de realidad.

(2) Valores promediados de {\} para cierta distribucién de probabilidad p ({\}) deben
conducir a dispersiones en las variables consistentes con las proporcionadas por la MC.

El teorema de Bell demuestra que (2) no es posible para cualquier observable que ten-
ga sentido medir. Los teoremas de Gleason, de Kochen-Specker; asi como el anilisis de
Greenberger-Horne-Zeilinger-Mermin| (GHZM), algunos de los cuales discutiremos brevemen-
te, se dirigen a demostrar la imposibilidad de (1). Son la continuacién de un teorema de
John Von Neumann que se dirige a demostrar la imposibilidad de la mera existencia de ele-
mentos de realidad.

El teorema de Bell tiene un lema previo muy sencillo (en matematicas es tradicional llamar
“lema” a un resultado breve que va a usarse después para una demostracién mds elaborada).
El lema consiste en un resultado que permite traducir proposiciones sobre la particula 1 en
proposiciones sobre la particula 2. En concreto, y como ya hemos apuntado, cuando se mide
la componente de espin de una de las particulas respecto a cierta direccion de referencia y el
resultado es +1, la componente de espin de la otra particula respecto a la misma direccion de
referencia es —1, y viceversa. Llamaremos a este lema CHSHB-:

CHSHB-1: Siempre que ) . n = +1, 0@ . n = —1.

Observaciones:

! Clauser-Horne-Shimony-Holt-Bell.
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(1) Este resultado no es propiamente cudntico ni cldsico; es la consecuencia de un principio
de conservacion que se cumple de manera exacta tanto en la mecanica clasica como en la
cuantica. La anticorrelacion que se pone de manifiesto es la deducida de la conservacion
del momento angular: si el sistema no ha adquirido momento angular orbital debido a la
desintegracion, sus espines deben estar perfectamente compensados.

(2) o - es un observable de espin seglin una direccién arbitraria. Denotando en lo que
sigue por los indices 1, 2 y 3 los ejes espaciales x, y y z respectivamente, si n = (ny, ng, n3)
es el vector unitario en la direccién espacial dada, el vector & = (01, 02, 03) es un simbolo con
tres componentes que son las matrices de Pauli:

(01 (0 =i /10
=\ 10027 i 0 )0 Lo 41

Propiedades inmediatas de las matrices de Pauli son:

0109 = ’iUg — —0201
0903 = iO’l — —0309 (245)
0301 = iO’Q — —0103

(01)2 = (02)2 = (03)2

Lo que se puede expresar abreviadamente como:

0,05 = 5ijI + igijkgk (246)

El segundo resultado, que es el teorema en si mismo, no tiene nada que ver con el espin.
Es una consecuencia simple del algebra conmutativa de tres variables booleanas.| Afirma que
para tres proposiciones cualesquiera relativas a tres variables estadisticas que forman parte de
un algebra booleana, siempre se satisface la siguiente desigualdad:

CHSHB-2: N (A4, B) + N (B,C) > N (4,0)

En palabras: el numero de veces que se cumple Ay no B mds el nimero de veces que
se cumple By no C' es mayor o igual que el nimero de veces que se cumple Ay no C. Lo
profundo de este teorema es que jel espin viola esta desigualdad en ciertos casos!

Demostrar CHSHB-2 es facil. Obsérvese en las figs. 1 y 2 que:

N (A,B) =N (A)+ N (AnCnB)
N (B,C) =N (By)+ N(ANnBNC)
N (A,C)=N(4)+N(ANBNCQO)
Donde hemos Illamado Ag a la parte de A que no estd ni en B ni en ', y andlogamente

para By y Cy (véase la fig. 2).
En la imagen puede verse claramente que:

2La version original de la desigualdad ~ de  Bell,  también llamada
desigualdad de Clauser-Horne-Shimony-Holt] es [(AB) + (AB)| + |(AB) — (AB)| < 2. La versién
que demostramos aqui es algo més sencilla e ilustra todos los aspectos que nos interesan.
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Figura 24.1: Diagrama de Venn mds general para 3 proposiciones conmutantes A, ByC(C.
El complementario de A (la negacién de la proposicion A) es A, etc.

N(A,B)+N (B,C) - N (A4,C) =
N (A))+N(ANCNB)+N(By)+N(ANBNC)—N(4)—N(ANBNC) =
=N (ANCNB)+ N (By)

Pero N (A NncnN B) + N (By) es obviamente mayor o igual que cero. Con lo que hemos
demostrado que:

N (A,B)+ N (B,C) > N (A,0) (24.7)

Pues bien, esto es lo que Bell demostré: Existen elecciones particularmente maliciosas de
proposiciones A, B y C' para las que la mecanica cudntica predice lo opuesto:

N (4, B) + N (B,C) < N (4,C) (24.8)

Esta es una conocida perversa eleccién:

Proposiciéon A: 0, = +1

Proposicion B: 450 = +1

Proposicién C: 0, = +1

Para demostrarlo hay que tener en cuenta que el niimero de casos favorables es proporcional
a la probabilidad (N (A, B) xX P (A, B), etc.), y que esta a su vez se obtiene mediante los
cuadrados hermiticos de las amplitudes. Ademds, hay que tener en cuenta que la negacién de
la proposicion A para una particula equivale a la afirmacién de la misma proposicién para la
otra particula (véase OBS3 mds adelante):
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Figura 24.2: Definicién de las proposiciones Ag, By v Cp.

D) ( _) = <¢ |TT45°> < T45°|¢>
D) ( ) (V| TaseTa) (TasoTa| W) (24.9)
Py (4, C) = (& [112) (1] )

Como muchas veces en fisica, existe una o varias maneras dificiles de demostrarlo y una
dnica manera sencilla. La escritura sugerida en (24.9) es la dificil. La manera mas sencilla
utiliza las siguientes observaciones:

OBS1:

pw) (A, B) = py (B, C) (24.10)

ya que la configuracién (B, (') es idéntica a la configuracién (A, B), pero rotada 45° en
sentido positivo respecto al eje .

OBS2:

El proyector sobre la direccién de espin o - n es % (Il +0o-n).

Comprobacién: Para n = (0,0,1), 3(/ +o-n) = 3 (I +03) = ( (1) 8 . Como la di-
reccién del eje z es en realidad arbitraria, la expresion es invariante. Pero comprobemos ademas

queP i 1 (I + o - n) es en efecto un proyector: [1 (I—l—a’~n)}2 =1(l+o0-n)([+0-n)=
1(I+20-n+ (o-n)?). Pero como de (ZZH): (o - n)* = I, se deduce inmediatamente que
P2 = P,.

OBS3: La negacién de A para la particula 1 equivale a la afirmacién de A para la 2
(andlogamente para By C).

Necesitaremos también la forma del operador de espin “a 45°", refiriéndonos a la direccién
que estd a 45° entre el eje x y el eje z:
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Sl

1
1
O450 = O " Tyze = (01702703) ( 0 ) = 71
1

Todo esto permite escribir:

Py (A, B) =<¢F<1+ag>®% (Ho—1+ag)

v)=

2 V2
HONEENI AL <I+"1}“‘°’) (1) = 1) =
é«m wid (st + (155 ) =5 (1 55) e
e

6
Recordando (ZLI0) (A, )+ (8.C) =21y (4.8) = § 2= V)
or otra parte:
Py (4,C) = (¥ 1) (Nal¥) = . g (=D (T +o5) @ (I +02) (IT) = [41) =
=5 = ( ¥ o) (i3 )am-um=

1

— - unre (3 -
= 3 (U = () (=i 111) + 1) =
1
~i

Pero definiendo:

tenemos:

En contradiccién con (24.7).

24.7. El teorema de Gleason

Si P, es un proyector que proyecta sobre un cierto |r) (podemos pensar en P,. como |r) (r]
0 como una cierta expansién > _|r,«) (r,a|) y p es un estado mezcla arbitrario (podemos
pensar en p como [¢) (/| o una mezcla estadistica de varios [1);) (¢;|, es decir >, p; [¢;) (1],
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con 0 <p; <1, > . p;=1), la dnica funcién posible que define la probabilidad de obtener el
resultado r es esencialmente:

P (r)="Tr(P,p) (24.11)

Como la funcién Tr (P, p) es continua sobre la esfera unidad como funcién de p, es imposible
que adopte los valores 0 y 1 sobre la misma. Con la esfera unidad aqui nos referimos a una
esfera de estados de espin, es decir, a todos los |1)) tales que p = [¢) (0| en (24.11]), y donde
o-nlyY) = +]Y), y n es una direccién arbitraria sobre la 2-esfera espacial de radio 1. Una
funcion continua sobre este conjunto no puede tomar los valores 0 y 1 sin tomar todos los
valores intermedios posibles.

La consecuencia de esto es que es imposible resolver todas las proposiciones de espin
posibles con unas variables deterministas adicionales que fijen sus valores. Podriamos decir
que este es un teorema de tipo ontoldgico: los valores definidos del espin no pueden ser la
imagen matematical de un cierto conjunto matematico en una correspondencia punto a punto.

24.8. El teorema de Kochen-Specker

El teorema de Kochen-Specker es la elaboracion de una cuestién planteada primero por Von
y analizada mas tarde por Bell. La idea de la que parte esta linea de investigacion es un
teorema de Von Neumann. El argumento de Von Neumann establece que, dado quesi Ay B
son observables

C=aA+ BB (24.12)

también es un observable; y dado que los promedios mecanocudnticos deben satisfacer:

(C) =ald)+B(B) (24.13)

si queremos que A, B, C' estén definidos (definitud de valores o value definiteness en la
literatura), deberia cumplirse:

v(C) =av(A)+ pv(B) (24.14)

para una cierta funcién v que asigna un valor definido a cada uno de estos observables. Von
Neumann afirma que esta construccién es imposible en general para conjuntos de observables

de espin en la MC. Bell dio el ejemplo A = 0, B =0, C' = % (0, + 0,) como una excepcién

posible, ya que +1 # % (1 £ 1) para ninguna eleccién de estas variables. Pero al mismo
tiempo Bell también observé que la premisa (24.14]) propuesta por Von Neumann era muy
severa. Deberia exigirse que esto fuera cierto, no en general, sino tnicamente para observables
compatibles.

Pues bien, el teorema de Kochen-Specker afirma que ni siquiera esta asignacién es posible
si a la vez admitimos la validez de la MC y para ciertas elecciones finitas y compatibles de
proposiciones de espin. La tnica escapatoria es que la funcién v, en lugar de ser una asignacion
universal, sea una asignacién dependiente de aspectos adicionales (el contexto). Es decir, que
la definitud sea contextual, en lugar de una propiedad intrinseca de los sistemas fisicos.

Asi como el teorema de Bell se interpreta como la demostraciéon de que no es posible la
coexistencia del realismo local con la MC, el teorema de Kochen-Specker se interpreta como

Neumann
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la demostraciéon de que no es posible la coexistencia del realismo no contextual o intriseco,
si se quiere, con la MC. En otras palabras: Hay ciertos observables en el espacio interno del
espin que, aun siendo compatibles, no pueden tener definitud simultanea; no pueden por tanto
considerarse propiedades intrinsecas del sistema.

24.9. GHZ

Este argumento se afiadié a la cuestion de las variables ocultas en 1990 por Daniel M. Greenberger,
Michael A. Horne y Anton Zeilinger , posteriormente simplificado por los mismos autores mas
Abner Shimony tras una sugerencia de David Mermin, todo en el mismo afio. Aqui presenta-
mos la idea en una forma que sigue estrechamente la exposicién que dio Sidney Coleman en
su famosa conferencia |(Quantum Mechanics in Your Face. Es la exposicién mas sencilla que yo
conozco. Como dice el mismo Coleman: “Si alguien te despertara a altas horas de la madrugada
y pusiera una pistola contra tu cabeza, podrias reproducir el argumento inmediatamente”.

Se trata de un sistema compuesto por tres particulas de espin % que se hallan en un estado
inicial:

1

¥) 7

(111 = [444)) (24.15)

Y se considera el observable:

050 0 o@ g o®

x
Es claro que los observables “parciales” 0, QR I® I, I®o,®1y I ®I® o, pueden adoptar
cualesquiera de sus valores espectrales (—1,41) en mediciones independientes efectuadas en
respectivas regiones causalmente separadas. Sin embargo, el observable conjunto O adopta
siempre el valor —1:

1
(1016) = 5 ({11 = (LD O (11) — [144Y) =
= 2 (M 101 111) — 5 (1101 1) — 3 (L4 10] 1) + 2 (1 0] 1) =
% (M1 loe ® 02 @ 0| T11) — % (M7 0w ® 0, @ 05| L) —

1 1

= 2 {1l 1) (P lowl 1) (ol 1) = 5 (Plowl 1) (0 ol 1) {1 Joa] 1) -

g ol )40 Dol 1) 1ol 1) 4+ 5 € ol 1) 4 Tl 4) 4 o] 1) =

o o3 )G (]


http://forum.sci.ccny.cuny.edu/people/science-division-directory/greenbgr
http://www.stonehill.edu/x12431.xml
http://en.wikipedia.org/wiki/Anton_Zeilinger
http://en.wikipedia.org/wiki/Abner_Shimony
http://en.wikipedia.org/wiki/David_Mermin
http://media.physics.harvard.edu/video/?id=SidneyColeman_QMIYF

24.9. GHZ 239

Pero ademas, la dispersién es nula (es decir, no solo el valor promedio de O es —1, sino lo
hace con dispersién nula, o en otras palabras, la medicién de O siempre da —1 para estados

preparados en [GHZ)):

(AWO)Q - <02>|¢> - <O>\2¢> =1-1=0

yaque 0’ = (0,00, 20,) =02 R02®02 = 1.

Las particulas presentan, por tanto, correlaciones exactas a tres. Dicho de otra manera:
si una de ellas tiene o, = +1, y la segunda tiene o, = +1, la tercera no puede dar otro
resultado que 0, = —1 (y todas las demds variaciones obvias). No se puede obtener cualquiera
de entre las 2% = 8§ variaciones independientes de los resultados basicos {£1,+1,+1} como
posibles resultados del experimento, sino Ginicamente una de entre 2 x 2 x 1 = 4 posibilidades.
Esquematicamente:

r =10
T L@ =10

) =1 ()
Y =)

La moraleja de GHZ es que para que las particulas presenten estas correlaciones exactas a
distancia, cualquier sistema de variables ocultas que lo explique debe violar la causalidad. Esa
es la reivindicacién de los que apelan al argumento GHZ, en cualquier caso.
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Capitulo 25

INFORMACION CUANTICA

25.1. Introduccion

Antes de pasar al tema de computacién cudntica, tan de actualidad en estos dias (2011),
debemos primero pararnos a analizar en qué consiste la informacidn cuantica, la otra gran rama
dentro de este contexto. En efecto, la computacién estard relacionada con el procesado y
el calculo de la informacién, la cual a su vez esta relacionada con la comunicacién y el
almacenaje.

Debemos hacer antes una reflexién epistemoldgica. Hasta ahora la teoria de la informacién
era tratada generalmente al margen de la Fisica, en facultades e ingenierias informéticas. Sin
embargo la informacién se transmite fisicamente (ondas, corrientes...) y se guarda en soportes
fisicos (ya sea un cerebro, un papel o un disco duro). De esta interconexién tan estrecha ya
empezd a darse cuenta el mismo Feynman en los afios 80, aunque fue en los 90, después de su
triste pérdida, cuando estallé el boom de la informacién cudntica. La informacién esta some-
tida, pues, a las leyes de la Fisica y puede afirmarse con Landauer (1991) que la informacién
tiene naturaleza fisica.

Si se cumple la funcién experimental de Gordon Moore, los dispositivos electrénicos bésicos
de los microchips llegaran al limite atémico-molecular en menos de 20 ahos, y empezaran a
ese nivel a notarse los efectos cuanticos. Las ventajas que ofrecerian los ordenadores basa-
dos en la légica del bit cudntico (qubit) son incuestionables. Asi como el nimero de estados
codificables con N bits es 2%V, el nlimero de estados con N qubits serd infinito, ya que en prin-
cipio los valores posibles estardn relacionados con las distintas combinaciones lineales de una
base (superposicion lineal). Con unos cientos de qubits se podria acumular tal informacién
que con bits no cabria en todo el Universo. Ademds gracias a este principio de superposicién,
cudnticamente se pueden hacer multitud de operaciones al tiempo (paralelismo masivo). Por
contra, aunque la informacién guardada en bits es robusta, la informacién guardada en qubits
es sumamente fragil (decoherencia) y hay que tener extremo cuidado a la hora de medir.
Asimismo, aunque la informacién guardada en bits se puede copiar cuantas veces se quiera,
se ha demostrado la imposibilidad de clonaciéon exacta de estados cuanticos no orto-
gonales. Pero esta desventaja también ofrece su lado bueno, ya que tedricamente nos ofrece
la posibilidad de algoritmos de encriptacién absolutamente infalibles (entrelazamiento), al
contrario de lo que ocurre con los bits, en los que todo algoritmo es susceptible de ser crac-

241
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Sistema clasico:
~Jo[1]aJo[1 o[-

Figura 25.1: Multibit

keado (criptografia). De hecho en la actualidad (2011) la criptografia cuédntica ha alcanzado
un estatus comercial, aunque sigue teniendo muchas limitaciones de distancia por el hecho
de degradacion de la informacién y que no se puedan construir “repetidores” cldsicos por el
teorema de no-clonacién.

25.2. El bit

La unidad para medir la informacién de un sistema clasico, introducida por Claude Elwood
Shannon, es el bit (también llamado cbit, por bit clasico). El nombre de bit, por binary digit,
asi como el de software, se debe a John Wilder Tukey. Asi un sistema como la tirada al azar
de una moneda ideal contendria un bit de informacién, y se representaria por dos valores 0 6
1, seglin saliera una cara u otra (el caso en el que cayera de canto es tan improbable que ni
siquiera se contemplaria).

En el caso de un sistema mas complejo, como por ejemplo varias monedas distintas,
tendriamos un sistema multibit, compuesto por una serie de resultados consistentes en ceros

y unos (figura [25.1).

El ndmero de estados, configuraciones o resultados posibles para n bits serd por tanto:

N, = 2" (25.1)

o, a la inversa, podemos definir el nimero de bits de un sistema como la cantidad:

252

con lo que obtendremos el nimero de bits para cualquier sistema. Por ejemplo, en el caso de
la tirada de un dado, que tiene N, = 6 estados, el nimero de bits seria aproximadamente
26, es decir, no tiene por qué ser entero. Y asi se puede generalizar para cualquier magnitud
fisica, por ejemplo la temperatura en un recinto dividido en pequefios cubos de temperatura
constante podria ser expresada en bits asociando a cada cubo su valor de la temperatura en
binario.

De esta forma, si conocemos cémo evolucionan los bits en cada sistema, conoceremos
cémo funciona su fisica.
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Figura 25.2: Esfera de Bloch

Sistema cuantico:

Figura 25.3: Multiqubit

25.3. El qubit

La unidad de informacién cuéntica es el qubit (o gbit, por quantum bit), término acufiado
por Benjamin Schumacher en 1995. Se trata de la unidad de informacién que posee un sistema
cudntico cuya base de Hamel es 2, es decir, con dos estados base o configuraciones relevantes.
El ejemplo tipico de esto es el spin del electron, aunque también se suele usar la direccién de
polarizacién de un fotén o los niveles de excitacién de un atomo.

25.3.1. Esfera de Bloch

El espacio de Hilbert de un qubit es isomorfo a C?. Si denotamos por |0) y |1) a los estados
base, vemos que el qubit puede estar en los infinitos estados de la forma:

|U) = a|0) 4+ B]1), conay 5 € C (25.3)

que son estados puros o superposiciones lineales coherentes de los estados base. En principio
por tanto tendria 4 grados de libertad reales, pero la irrelevancia de la fase global y la condicién
de normalizacién hace que podamos poner (25.3) en la forma:

W) = <cos g) 0) 4 €™ <sen g) 1) (25.4)

en donde 6 y ¢ son los angulos esféricos que representan un punto en la llamada esfera de
Bloch (figura 25.2)). Y por tanto el espacio de Hilbert de esos estados puros se asociara con
un punto en esa esfera y un sistema multiqubit serd algo como lo expresado en la figura [25.3
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25.3.2. Base computacional

El espacio de Hilbert para n qubits serd entonces C*" = C?®@C?®---®C? y sus vectores
base naturales se denotardn como:

0)®[0)®---®[0) = ]00- - - 0)
00---1

0)®[0)®---&|1) = )
(25.5)

|1>@;|1>®'“®|1>E|11 "1>

denominada base computacional, y en donde no se utiliza el orden numérico sino el llamado
orden lexicografico. A veces para abreviar se utiliza la notacién decimal, es decir, se expresa |z)
en lugar del vector |x,_; ...x0) si sudescomposicién binaria es efectivamente z = 2" 1z, | +
...+ 2z + xy y por tanto tendriamos |9) = |1001).
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COMPUTACION CUANTICA

26.1. Introduccion

Aunque las primeras maquinas mecdnicas de calcular se deben a Schickard, Pascal y Leib-
nitz en el siglo XVII, no fue hasta poco después de la primera revolucién industrial en el siglo
XIX cuando se produjo un salto cualitativo y el matematico britanico Charles Babbage, ins-
pirado por el telar de Joseph-Marie Jacquard, puso a punto, al menos en teoria, la primera
calculadora automdtica digital de uso general, la Maquina Analitica. Era el aifio 1834.

Los mejores estudios sobre la Maquina Analitica los dio Ada Augusta, condesa de Love-
lace, “la Gnica hija de la casa y el corazén” del poeta Byron. Hoy en dia es considerada la
primera programadora de la historia y el lenguaje de programacién ADA, relacionado con la
seguridad aerondutica, debe a ella su nombre.

Aunque hubo después mas autores de trabajos interesantes sobre el automatismo, entre
los que figura en buena posicién el ingeniero cantabro Leonardo Torres Quevedo, el trabajo
de Babbage fue olvidado hasta los anos cuarenta del siglo XX, cuando otra generacién de
cientificos e ingenieros, luchando de nuevo con el problema de disefiar calculadoras digitales
de gran escala, llegaron a darse cuenta de que Babbage, con todos sus engranajes y bielas se
les habia anticipado.

El principal artifice del nuevo impulso fue el brillante matematico inglés Alan Mathison
Turing, creando una abstraccién mental de un ordenador tan profunda que entrafia los princi-
pios generales de cualquier calculador que haya sido construido jamas, la maquina de Turing.

La primera materializacion electrénica de esta maquina fue el computador ENIAC, “Inte-
grador y calculador numérico electrénico”, desarrollado por la Universidad de Pennsylvania en
1946. Una maquina de 30 toneladas con un rendimiento de 200000 flops (operaciones de coma
flotante por segundo). Hoy en dia ese rendimiento lo alcanza cualquier calculadora de bolsillo.
De hecho, los superordenadores actuales alcanzan rendimientos de decenas de petaflops, es
decir, decenas de miles de billones de operaciones por segundo(concretamente al escribir estas
lineas el record lo tenia el ordenador CRAY XK6 o Interlagos de la empresa americana Cray
Inc., con 50 Pflops de rendimiento).

245
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Hubo que esperar a los afios ochenta para que surgiera la generalizacién de la maqui-
na de Turing al caso cudntico (Deutsch, Benioff) como mdquinas reversibles y a la primera
propuesta de ordenador cudntico (Feynman). Una década mis tarde surgieron los primeros al-
goritmos de calculo eminentemente cuanticos, como el de Shor (1994) o el de Grover (1996).
También en esta época empezaron a darse los primeros experimentos para implementar qubits
y puertas légicas, como los iones atrapados de Cirac y Zoller en 1995 o los experimentos de
resonancia magnética nuclear de Gershenfeld y Chuang en 1997.

En la actualidad se manejan sistemas cudnticos cada vez mds ambiciosos, la empresa IBM
junto con la Universidad de Stanford ha implementado el algoritmo de Shor en el primer
computador cuantico de 7 gbits, la Universidad de Innsbruck creé el primer gbyte con trampas
de iones y se estan intentando desarrollar los primeros buses y procesadores cudnticos, aunque
parece que aln queda bastante para nuestro ansiado computador (2011).

26.2. Puertas légicas

Las maquinas de Turing son equivalentes a circuitos légicos en donde se le realizan pro-
cedimientos no triviales a la informacién. Estos procedimientos se denominan puertas logicas.
Normalmente estas puertas poseen en electrénica una representacién normalizada, como se
muestra en la figura 26.1]

26.2.1. Puertas unarias j> j>_ e
El ejemplo mds bésico de puerta es la unaria (o monaria) que j>@ j)ON’OH jDOfo

representa la negacion, NOT, que pueden hacer por ejemplo los

transistores sobre corrientes eléctricas, y cuya tabla de verdad y re- Figura 26.1: Puertas
presentacién esquematica es como en la figura 26.2) y cuyo signifi- l6gicas

cado es obvio, si entra corriente no sale y si no entra sale.

Esta primera puerta légica se puede usar tanto clasica co-
Wil mo cudnticamente, ya que es reversible, es decir, siempre se
puede recuperar el estado inicial conocido su producto. Por
el principio de Landauer, esta puerta no disiparia calor. En
el formalismo cudntico se suele representar esta puerta co-

Figura 26.2: NOT Mo

[

]
ol 1 A—pa+—— A

NOT
A—b— -A

Como hemos dicho, las puertas légicas clasicas se implementan con elementos no lineales
como los transistores. En el caso cudntico, las puertas légicas deben representarse mediante
operadores unitarios U que se consiguen en la practica con interacciones reversibles entre los
elementos cuanticos. Recuérdese que en el caso cuantico no sélo se actlia sobre dos posibles
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estados del bit, sino sobre los infinitos estados del qubit.

Existen 4 puertas unarias, de las cuales sélo dos son reversibles, la identidad y la puerta
NOT estudiada. Las otras dos serian las asignaciones A — 1y A — 0, que al ser irreversi-
bles no serian implementables cudnticamente, a no ser que se afiada la informacion del qubit

entrante en el producto.

El operador unitario correspondiente a NOT en la base estdndar sera:

01
UNOT:O'1:XE ( 1 0) (261)

Veamos lo que ocurre para un qubit de informacién entrante |U,), que en general tendra
la forma:

T,) = al0) + b|1) (26.2)

observando que, basicamente, se trata de una reflexién sobre la identidad, en la que el caso
clidsico (el cambio de 0s y 1’s) e sélo un caso particular:

|\1ft>=UNOT|\Ifs>=(°1)(“):(Z)=b|o>+a|1> b w,‘;/;of

10 b
Y
Se puede hacer una interpretacion en el contexto de los operado- 7
res fermidnicos en donde la base elegida corresponderia a los estados
cero y uno de una particula (o fundamental y excitado). De esta for- 10>
ma el operador NOT seria la suma de los operadores de destruccién
y creacidn: Figura 26.3: Reflexion
NOT

o _(0 1)
00 :>UNOT:CL—|—CL+
at =0, = 00

+ 10

La condicién de reversibilidad se puede comprobar

(Unor)> =1, Uyor = Unor = Ukor

Todas las puertas ldgicas clasicas son susceptibles de ser implementadas también cuantica-
mente. La extensién de las puertas légicas a la teoria cudntica se debe a David Deutsch (1985).

Cudnticamente cualquier matriz unitaria define una puerta cuantica vélida, la mayoria sin
contrapartida cuantica. Como ejemplo de puertas légicas unarias cudnticas estaria el resto de
las matrices de Pauli:
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(07 (%)

en donde la actuacién de Z es facil de interpretar, ya que deja el estado fundamental inalterado
y cambia el signo del excitado.

Otra puerta cudntica relevante es la de Hadamard (en honor al matemiético francés
Jacques Hadamard):

(1) s

Esta puerta mezcla los estados equiprobablemente poniéndolos como suma y diferencia:

1
10) = —(10) + 1)
HI1) = ——(j0y - 1))

V2

Recordando que en la esfera de Bloch se puede poner el estado como:

|U) = cos(0/2)|0) + e"?sen(0/2)[1)
en donde 0 es el radio entre |0) y |1) y ¢ una fase cuantica. En la esfera de Bloch por tanto,

si se parte del estado:

1
- qu) +11)) (@=7/2,¢=0)

y se aplica el operador de Hadamard, se llega al estado fundamental:

mw=5 (1 L) ()= 6-0

es decir, se produce una rotacién sobre el eje y de 90° seguido de una de 180° sobre x (figura
[26.4). El operador de Hadamard es una de las puertas cudnticas de mayor utilidad ya que
realiza lo que se conoce como paralelismo masivo, ya que un estado de n qubits lo pone en
superposicion de 2" estados. Por ejemplo, para n = 2:

¥)

n =2

1 1
(10) +11) ©

+101) +|11)) =

H ® H|00) = (10) + 1)) =

Sl
S

1
= 5(100) + [10

~

= 2(0)+ 1)+ [2)+ 13))

en donde se ha utilizado la conversién a decimal ya explicada en el capitulo anterior. En
general, cuando el operador de Hadamard se aplica n veces, se habla del operador de Walsh-
Hadamard, en honor del matematico americano Joseph Leonard Walsh:
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10)

H®H®---®H|OO---O>:\/12_nZ|x) (26.3)

Otra de las puertas monarias eminentemente cuanticas seria la raiz de NOT"

L gimagy _ ey
U\/NOT:ﬁe (1 —io1) = | 1% 1%

2 2
Y también esta la puerta de corrimiento de fase:

RO~ (o )

esta puerta genera una rotacion en direccién contraria a la aguja del reloj respecto al eje z
de la esfera de Bloch. Una rotacién en general se puede poner, con ayuda de las matrices de
Pauli (usando su nilpotencia-2), en la forma:

Ri(0) = e 92 = cos(0/2)1 —i sen(0/2)n-& = cos(0/2)1—i sen(0/2)(n, X +n,Y +n.Z)

En realidad se puede dar una expresion para las infinitas puertas cudnticas monarias, por
ejemplo la correspondencia a la descomposicion de las matrices 2x2:

U= ei‘st(a)Ry(ﬁ)Rz(’Y)

en donde § es la fase (mod 7) del factor de U(2) y o, y v son los angulos de Euler que
parametrizan el factor de SU(2):

o= ("0 o) 0= (0057 i)
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A partir de esto se puede obtener otra descomposicion interesante:

U=e“AXBXC/ABC =1 X =0,

de forma que

26.2.2. Puertas maultiples

Vamos a estudiar ahora las puertas de multiples qubits, las mas sencillas de las cuales son
las puertas binarias, aunque su implementacién en el laboratorio es extremadamente dificil,
pues hay que poner en interaccién controlada dos qubits espacialmente separados. Cirac y
Zoller lo hicieron con iones frios en una trampa lineal.

En general hay 256 puertas binarias. De hecho el nimero de puertas cudnticas que hay
m X n es

Puertas m x n (estados 2™ x 2") = 2"*%"

ya que es el nimero de funciones del tipo

{0, 13" — {0,1)"

Sin embargo puertas reversibles solo hay

Puertas reversibles = 2™!

que es el nimero de funciones del tipo anterior que ademas son invertibles. Por tanto habrd 24
puertas binarias reversibles. En general las puertas son implementadas por matrices 2™ x 2.
En el caso binario la base computacional es:

o)l =o0) = () @ (g) - é )
0

e == (g)e (7) - 2 )
0

=
®
S
[l
—
=2
I
VR
—_ O
~_
&
VR
o =
~__
I
o= O O
I
B
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mem=m-({)e ()= 0|-

De las puertas binarias podemos destacar la puerta NOT-controlado, CNOT', en donde
se distingue el primer qubit como de control y el segundo como blanco. Si el primer qubit es
0 el segundo se deja intacto, y si es 1 se cambia:

_— o O O

|00) — 100)
|01) — |01)
|10) — |11)
[11) — |10)

Puerta CNOT

Otra forma de ver esta puerta es relacionandola con la puerta cldsica del OR exclusivo,
XOR, ya que es precisamente el segundo qubit el que nos da los valores de XOR, que
coinciden con la suma médulo 2 que representamos con &®:

(A,B) — (A, A® B)

o mediante el grafico

CNOT
[A4) —e— [4)

|B) —©— [A® B)

La expresiéon matricial de XOR es facil de construir sabiendo que cada una de las columnas
debe transformar |00),|01),|10) y |11), de modo que

UCNOT = UXOR = |0><0| ®1+ |1><1| & UNOT =

S O =
O = O
o O O

0
0
1
0010

La puerta CNOT se puede implementar con una molécula de cloroformo C'HC'l3. Su es-
tado corresponde a los estados de espin de los niicleos de carbono e hidrégeno, que invierten
su sentido mediante pulsos de ondas de radio. Siempre es posible asegurarse de que el nicleo
de hidrégeno invierte su espin sélo cuando el espin del nicleo de carbono apunta hacia arriba
(el nicleo de carbono seria el control y el de hidrégeno la puerta XOR).

Nétese que la puerta XOR clasica seria irreversible (no invertible), dado que su tabla
de verdad no nos permite, conociendo el resultado, deducir los estados iniciales. Se produce
pérdida de informacién. En cambio como puerta cudntica unitaria siempre serd invertible.

La puerta CNOT es de gran importancia, ya que como veremos cualquier puerta de multi-
ples qubits puede ser construida mediante la puerta C NOT y puertas cudnticas monarias.

Ademads, para implementar proposiciones del tipo " Si A es verdadero, entonces haz B”,
son Utiles las llamadas operaciones controladas, basadas en el mismo principio que CNOT'. Se
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trata de puertas binarias U-controladas, es decir, que al qubit blanco se le aplica U dependiendo
del valor del qubit de control. Esto se puede denotar como

(A, B) — (A, AU*B)

y en el caso en que el operador se tenga que hacer cuando el primer bit estd a cero se utiliza
el esquema:

o bien graficamente

Por ejemplo otra puerta binaria muy conocida es la del corrimiento de fase controlado,
CPHASE:

1 00 O
CPHASEG) =) o 0
00 0 e

cuando § = 7 se tiene la puerta CMINUS.

En los anos 80 Tommaso Toffoli y Edward Fredkin vieron que hacia falta un minimo de
tres qubits para cualquier computacién cldsica. La extensidn a tres qubits de la puerta CNOT
es la llamada puerta de Toffoli o CCNQOT'. En este caso hay dos bits de control que sélo
acttan si estan a 1.

(A, B,C) — (A, B, AB® C)

es facil ver que al hacerla actuar dos veces se consigue la identidad, luego es también una
puerta reversible (su inversa es ella misma). La expresién matricial en este caso seria:

1 000 0O0O0OTGOO
01 0 0O0O0O0TO0
001 0OO0O0OO0OTDO
Ur = [0)(0] @ 1® 1 + [1)(1] ® Uowor = 8 8 8 (1) (1) 8 8 8
0 00O0OO0OT1TO0TO0
000 O0O0OO0OO0O71
0O00O0OO0OO0OT1TPDWO

y graficamente
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Esta puerta se suele usar para simular puertas clasicas irreversibles y demostrar que cual-
quier ordenador cuantico puede hacer lo mismo que uno clasico. Entre su singularidad estd el
que en sus tripas estd una de las puertas cldsicas mds importantes, la puerta NAND (NOT
AND). Sucede cuando el tercer bit es uno, ya que se reproduce la tabla de verdad del NAN D:

|001) — |001)
011 011
011) — | ) Puerta NAND
1101) —> |101)

) )

1111) — |110

dicho de otra forma:

CCNOT
e

(A, B,1) (A, B,AAB)

Otra puerta interesante es la que intercambia los estados de dos qubits, en el caso binario
es la puerta intercambiadora o SW AP:

Uswap =

o O O =
o = O O
o O = O

o O O

y en el ternario se denomina intercambiador controlado o puerta de Fredkin:

10000000
01000000
00100000
00010000
Up=10)0l@1@1+[DWUswap = |1 5 00 1 0 0 0
00000010
00000100
00000001

o graficamente

Fredkin
——
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Ademas, siempre podemos definir operaciones controladas sobre estados de miltiples qu-
bits. Si por ejemplo tenemos 1+ & qubits y U es un operador unitario que actiia sobre k qubits,
podemos definir la operacién controlada C™(U) como

Cn(U)|x1;p2 T ZEn>|Q/}> = |l‘1ZE2 .- l‘n>Ux1$2x”|17/)>

y por tanto U sélo se aplica si los n primeros qubits son iguales a 1.

26.3. Teorema de no clonacion

El teorema de no clonacidn, introducido independientemente por William Wootters y
Wojciech Zurek por un lado y por Dennis Dieks por otro (este tltimo relacionandolo con
la causalidad relativista) en 1982, afirma que de acuerdo con las propiedades unitarias de la
mecanica cudantica, no es posible hacer una copia o clonacién de un estado cuantico arbitrario.

Lo que se afirma por tanto es que no existe la puerta cuantica:

Ucron|b0) = |bb) v|b)

En efecto, consideremos el estado general:

|€) = ao[0) + au[1)

Aplicando la linealidad tendremos

UCLON‘CO> = CVOUCLON‘OO> + O‘lUCLON‘lO> = Oéo‘OO) -+ 061‘11>

y por otra parte

Ucron|c0) = |cc) = (apl0)+a1]1))@(ap|0)+a|1)) = a3 |00) +agay|01) +ayap|10)+aF|11)
el cual es un estado en general distinto a no ser que una de las dos amplitudes sea nula.

Por tanto, hemos probado, sélo admitiendo la linealidad de la MC, que no es posible clonar
un estado cudntico arbitrario. Se puede ver ademds que la unitariedad implica que no se pueden
clonar dos estados cudnticos distintos y no ortogonales. En efecto, sean los estados a clonar
1y ¢y el estado auxiliar x, de forma que:

Ucron|¥x) = [¥i)
Ucron|ox) = [9)

y hagamos el producto escalar de las dos igualdades miembro a miembro:

(X |UL LonUcron|tx) = (0¢] vib)

aplicando la unitariedad se tiene
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1

—N— 5
(ol V) (x| x) = (o] ¥)

es decir

(0] ¥) = (o] ¥)?

lo cual sélo es cierto si ¢ = 1 (estados iguales) o si su producto escalar es cero (estados
ortogonales).

La simplicidad de este teorema desconcerté a la comunidad cientifica, que no entendid
cémo pudo pasar inadvertido durante tantos anos.

Es cierto que este hecho, aunque tiene la grave desventaja en computacidon cuantica rela-
cionada con las lecturas y las copias de seguridad, es de una gran importancia en criptografia
cudntica.

Ademas, el teorema no impide la copia exacta de un estado conocido, y tampoco el hecho
de que se puedan construir algoritmos de copia aproximados (Vladimir Buzek, Mark Hillery,
1996). Esto tampoco impide la teleportacién de estados, en donde es borrado el estado original.

26.4. Circuitos cuanticos

26.4.1. MaAaquina de Turing cuantica

Cldsicamente un ordenador se define como una cinta finita dividida en n estados (celdas)
con un estado inicial y otro final distinguibles. Ademas las celdas son descritas mediante cierto
alfabeto y habrd una cabeza que lea y escriba ese alfabeto, dirigida por una unidad de control
que dicta ciertas reglas. Cuando la unidad de control alcanza un estado final se para.

En computacién clasica los estados vienen representados por bits. En computacién cudntica
el estado viene representado por un vector del espacio de Hilbert:

H=C’C’®---C2=C”

para un estado de n qubits. Es decir, un vector sera de la forma:

1 1 1 2n—1
(W)= > 0D i iriolin1) @ @ in) ® Jig) = D il
Z'7L—1:0 11=0 i0=0 =0

con

Z|Cz‘|2= 1

i=dp 12" 244

La diferencia principal con el caso clasico estriba en el principio de superposicién. Si te-
nemos n bits podemos almacenar un solo entero de entre los 2" posibles. Sin embargo, con
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n qubits, gracias al principio de superposiciéon podemos formar infinitos estados, cualquier
combinacién lineal de los 2" estados base, y su especificacion requiere conocer 2" amplitudes
(para n = 300 ese niimero es del orden del nimero de grados de libertad del universo visible).
Esto hace que mientras en un ordenador clasico su capacidad de memoria sea linealmente
proporcional a su tamano, en uno cudntico habria dependencia exponencial.

Asi como en computacién clasica hay un teorema que establece la equivalencia entre maqui-
nas de Turing y circuitos ldgicos, curiosamente establecido en los afios 70 (Savage, Schnorr,
Fischer), mucho después de la construccién de los primeros ordenadores, en el caso cudntico
hay un resultado similar de 1993 debido a Andrew Chi-Chih Yao, mostrando que la maqui-
na de Turing cuantica se puede reducir al estudio de los circuitos cudnticos. Para cualquier
coémputo cudntico se necesita:

1) Preparar un estado inicial | ;).
2) Manipularlo mediante transformaciones unitarias |V ;) = U|¥;)

3) Realizar una medicién en nuestra base computacional (por ejemplo medir la polarizacién a
lo largo del eje z mediante el operador de Pauli o, de cada uno de los qubits).

El proceso de medida convierte un estado simple de un qubit |¥) = «|0) + 3|1) en un bit
clasico R que serd cero con probabilidad |«|? o 1 con probabilidad |3|%. Graficamente:

V) A= R

26.4.2. Generacion de entrelazamiento

El fendmeno del entrelazamiento, puramente cuantico, viene a decir que los estados cudnti-
cos de dos o mas particulas se deben describir haciendo referencia a los estados de todos los
objetos del sistema, sin importar que estén separados espacialmente.

Si los estados de dos particulas se definen por los subespacios H; y Hs, un estado general
del sistema no sera de la forma

V) = |a); @ |B),

en cuyo caso diriamos que es separable, sino un estado entrelazado, es decir, una combina-
cion lineal del tipo:

1
W) = Z cijli), @ 1), = Z%‘Vﬁ
1,j=0 tj

Por ejemplo el estado

B, = ——(Jo1) + [11))

2

S

seria separable, ya que
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1
ﬁ<|0> + 1)@ 1),

Ejemplos clasicos de estados entrelazados son los estados de Bell:

|Wy) =

| Boo) = 7(\0@ +[11))
|Bor) = 7(\01> +[10))
|B10) = 7(|00> 111))
|B11) = (|01> — [10))

Sl

en donde la notacién nos permite usar la forma abreviada

1Bay) = %(\o,y» (1)1, )

Se puede disefar un circuito para obtener estos estados a partir de los de la base. Por
ejemplo:

T HH— g

y ————

100) — CNOT(H|0) ® |0)) = CNOT {7(|0) +1]1) ® |0)

_oNoT [i (100) + 1)) = [60)

V2

y de la misma forma se generan los demas

(00) + 10| =

Sl

01) — [Bor)
110) — |B10)

[11) — |Bu1)

26.4.3. Paralelismo cuantico

El mayor poder de célculo en el terreno cudntico es originado por el llamado paralelismo
cudntico, consecuencia a su vez de la superposiciéon cuantica, que nos permitiria conocer los
resultados de varias operaciones simultaneamente.

En 1995, los profesores de la Universidad de Oxford Vlatko Vedral, Artur Ekert y Adriano
Barenco publicaron diferentes formas con las que se podian hacer operaciones cldsicas cuanti-
camente. Veamos como se podrian realizar sumas simultaneas con una tnica unidad de control.
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Recordemos primero cémo se hacian las sumas en binario (médulo 2):

1 < llevada
0 01
+1 + 01
01 10

En el caso cuantico para las sumas de dos bits utilizamos la puerta de Toffoli con el tercer
qubit a cero y la puerta CNOT"

) )
ly) &— |z @ y)(Suma)
|0) —b— |zy)(Llevada)

Si preparamos el primer estado como superposicidon en teoria podriamos hacer dos sumas
simultdneamente:

10) + 1) — 10) +11)
1) — 1) +10) = [0+ 1) + |1 + 1)(2 sumas!)

0) —b——[0-1) +|1-1) =|0) + |1)(Llevadas)

26.4.4. Interferencia cuantica

El fendmeno de interferencia se puede ilustrar con la aplicacién de la puerta de Hadamard
a un quibit arbitrario:

al0) + BI1) (=) 10)+ (=) I

Se observa que en un caso las probabilidades se suman (interferencia constructiva) y en el
otro se restan (interferencia destructiva). El caso extremo es aquel en el que:

1
o = /8 = —
V2
en donde se tiene que el estado |0) pasa de tener 50 % de probabilidades de aparecer a la
certeza absoluta de encontrarlo después de la medicién, cuando ya no se podra encontrar el
estado |1).

26.4.5. Circuitos universales

En computacién cldsica un teorema importante afirma que cualquier funcién sobre bits
puede ser evaluada mediante la composicién de puertas NAND unicamente, ya que como
consecuencia de las leyes de Morgan (en honor del Iégico inglés Augustus De Morgan),
si denotamos con 1 a la operacién NAN D se puede probar que:
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—a=atTa

avb=(ata)t(b1b)
anb=(atbh)t(atb)

Esto implica que en computacién cuantica nos bastaria con la puerta de Toffoli para evaluar
funciones clasicamente. Es por esto que se dice que la puerta NAN D es universal. En realidad
si se habla de conjuntos universales, en este caso la mencionada puerta, para de verdad emular
un verdadero computador, deberia ir acompanada de la puerta COPY o FANOUT que copie
estados, definida como:

x€{0,1} — (z,2)

En computacién cuantica se dice que un conjunto de puertas es universal si cualquier
operacion unitaria puede ser aproximada con precisién arbitraria por un circuito cuantico cons-
truido con esas puertas. La puerta de Toffoli no es ya universal en computacién cudntica.

Fue David Deutsch en 1989 el primero que mostré la existencia de una puerta universal
cuantica, la puerta de Deutsch, de tres qubits. Se trata de una generalizacién de la puerta de
Toffoli del tipo:

100000 0 0
01 00O0O0 0 0
0 01 00O 0 0
000 10O 0 0
D@=1o00010 o 0
0 00 0O01 0 0
0 00 0 0 0 2cosax sena
0 000 0 0 sena icosa

Como se ve, se trata en realidad de una familia de puertas. Ademas, debido al hecho de
que D(a)D(a’) = iD(a+a), se suele fijar &« como un miiltiplo irracional de 7, de forma que
una puerta pueda generar todas las demds asintéticamente. Ademds, la equivalencia

D(7T/2) = UT

asegura que cualquier cdlculo cldsico se puede hacer también con un circuito cudntico.

En 1994 David DiVicenzo descubrié que la puerta de Deutsch podia descomponerse en
puertas binarias, lo cual fue una sorpresa, dado que la ldgica clasica reversible requiere puertas
ternarias para la universalidad. Ya comentamos que Toffoli y Fredkin observaron que hacian
falta puertas ternarias para la Iégica clasica reversible. Sin embargo, la puerta de Toffoli (y
cualquiera) puede ser descompuesta en puertas binarias y monarias con la ayuda de las carac-
teristicas eminentemente cuanticas, lo que implica el sorprendente resultado de que sélo son
necesarios dos qubits para la légica cudntica.
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Vamos a desarrollar esto un poco mds. Veamos por qué son necesarios tres bits en légica
cldsica reversible. Imaginemos que queremos implementar la puerta universal NAN D con solo
dos bits. Para hacerla invertible deberiamos poner el resultado en uno de los dos bits entrantes:

ar az | ar a1 ap
0 O 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0

Como se ve, esto no nos valdria ya que perdemos la reversibilidad. Las dos primeras entradas
producen la misma salida. Es necesario pues un tercer bit que nos dé informacién de la entrada.

Con puertas ternarias cldsicas sin embargo siempre se pueden simular puertas de mas bits.
Vemos por ejemplo cdmo se puede reducir la puerta cuaternaria CC'C' — NOT con puertas
de Toffoli:

by —e——
by —e— by —&———
by —— by
bs lg by =
b 0 —b

como se ve, se usa un bit auxiliar inicializado a 0, de forma que en él se escriba el resultado
de los dos primeros bits, si estdn a 1 este también estard a 1 y nos servird para aplicar un
NOT al cuarto bit siempre que también esté el tercero encendido, como hacia la puerta original
cuaternaria. Se ha reducido pues una puerta cuaternaria a dos puertas ternarias. Veamos ahora
por qué no se puede reducir cldsicamente una ternaria con binarias:

by —e— by —eo——
by —e— # by
by —— by —D—D

vemos que el NOT aqui sobre b3 se hace cuando uno de los dos bits son 1, no cuando lo
son los dos. Sin embargo, con puertas eminentemente cudnticas si se puede reducir el circuito
ternario, en la forma:
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—o— |11)

—— = 1) T NP, T NP,

—D- ¥s) +Uynor U \T/N—OT Uynor -

En donde ya hemos estudiado la raiz de NOT como puerta unitaria, la recordamos aqui
en sus varias formas:

L | | | ES N A A R

2 2

Para hacernos una idea de cémo actuan los circuitos, veamos en dos ejemplos cémo efec-
tivamente las puertas binarias reprocucen la de Toffoli:

1093) = [1) ® [0) ® [15) = 1) @ [1) @ [1h3) = |1) @ |1) @ U'Jabs)

= (1) @10) @ U'ls) 2 1) @ 0) @ YU |ihs) = [10¢33)
1

1143) = 1) ® 1) @ Ulths) = [1) @ 0) @ Ulas) 2 |1) @ |0) @ Uahs)
L)L) Us) > 1)@ 1) @ Ugs) = 1) ® |1) @ NOT|y;)

En realidad esto se puede extender a cualquier puerta C2 — U, en donde siempre se tendra
la equivalencia:

T
WU VU VT
El resultado general mostrado por Adriano Barenco y otros que se apoyaron en trabajos
anteriores fue que cualquier operacién unitaria en el espacio de Hilbert H de n qubits
puede descomponerse en una secuencia de puertas de 1 qubit y de 2 qubits CNOT'.

Este conjunto infinito ademds es exactamente universal. Existen sin embargo conjuntos discre-
tos universales, como el formado por la puerta de Hadamard y la puerta de fase controlada.

B

26.4.6. Algoritmos cuanticos

Un algoritmo cudntico es un proceso encaminado a realizar alguna tarea computacional
especifica. Esto en la practica supone extraer alguna de las amplitudes de los N qubits que
forman parte de la computacién. Recordemos que en efecto cualquier estado de un conjunto
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de N bits queda especificado por N bits mientras que para especificar N qubits necesitamos
los 2V niimeros que representan las amplitudes de superposicién.

Aunque en teoria esto denota la mayor capacidad de cdlculo de la computacién cudntica,
en la practica esta informacién almacenada en las amplitudes permanece oculta, y la mayor
parte se destruye en el proceso de medicidn, obteniendo sélo una pequefa parte. Aun asi, la
informacidn extraida en un algoritmo suele ser de una utilidad y efectividad mucho mayor que
la correspondiente al calculo clasico.

Algunos de los algoritmos cuanticos mas famosos son:

1.- Algoritmo de Deutsch-Jozsa, o "cdmo mirar las dos caras de la moneda a la vez".

2.- Algoritmo de Simon, o "cémo averiguar, en tiempo polinémico, el periodo de una fun-
cion” .

3.- Algoritmo de Shor, o "cémo factorizar en tiempo polinédmico”.

4.- Algoritmo de Grover, o "cémo hallar una aguja en un pajar”.

26.5. Algoritmo de Deutsch

Por razones histéricas el primero de los algoritmos a estudiar es el propuesto por David
Deutsch en 1985. Aunque en el fondo no sea de una gran utilidad para casos practicos, en él
se empieza a apreciar el funcionamiento y la potencia de los programas cuanticos.

Antes debemos hacer alglin comentario sobre la forma de evaluar una funcién en compu-
tacion cuantica. Para asegurar la reversibilidad del proceso de evaluacion, es necesario siempre
un registro auxiliar en donde se guarde el resultado de la consulta auxiliar (a veces denominada
query por contagio de los lenguajes de bases de datos) ademdas de encontrarse también los
valores iniciales en el registro de salida. Es decir, usaremos un registro dividido en dos, la fuente
(source) y el destino (target):

[Yh0) = |1hs) @ [y)

Para implementar una funcién booleana por tanto necesitaremos lnicamente un qubit
adicional que nos dé el resultado, el cual se puede evaluar facilmente mediante la suma médulo
2 (®) , o, dicho de otra forma, el operador légico XOR:

f : {07 1}m — {07 1}
Ur il 2m) JTmia)y — 121 Zn) T © [0 2)),

o graficamente

|$1> |x1)
U .
) ! )
[ Tms1) Tgs @ f(a1- - )
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El problema de Deutsch trata de discernir, para m = 1, si la funcién es constante o no con
una sola pregunta. Es decir, una funcién puede que dé en una query f(0) =1, pero por esto
no podemos afirmar, cldsicamente, que la funcién sea constante, habrad que averiguar también
cuanto vale f(1), es decir, hacer dos queries. Pues bien, usando adecuadamente el llamado
a veces ordculo cuantico Uy (no deja de ser una puerta a la que se le hace una pregunta)
se demuestra que con sélo una indagaciéon en computacién cuantica podemos averiguar el
resultado. El circuito es el siguiente:

1 2 3
|0>U
PR 7 S N ()

Vamos analizar el programa paso por paso. Antes recordemos la forma de actuar del
operador de Hadamard:

Hlx) = (\0> (=1D)*[1))

3\

Partimos del estado inicial

[%0) = 10) ® [1)

aplicamos los operadores de Hadamard:

oo L - Ly, _
wbﬂ%wﬂwwmwmmwﬁguwmm>

ahora haremos actuar el operador que implementa nuestra funcién, teniendo en cuenta que:

e}

[2) @ (0@ f(z)) = 1@ f(z))) = |2) @ (|0) = [1)) i f(x) =
[2) @ (|0© f(2)) = 1@ f(2))) = —[z) @ (|0) = [1)) si [flz)=

con lo que se podra poner

1

wgwm—lz @ (10) — 1))

2
2960

y por ultimo el primer qubit pasa por una puerta de Hadamard:

1

Z + (=D ) @ (0) - 1) =

=0

|s) = (H ® 1)[¢hs) =

%\

1

1 T -+ f(x
LS (=1 @0y + (—1) f(>\1>)®ﬁ(|0>—\1>)

2
2 =0
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Sélo queda medir el primer qubit. Si esta en el estado |0), la funcién sera constante, de lo
contrario no. Esto es asi debido al siguiente hecho:

(1O 4 (~1)O) o) + (~1)/O + (~1) )1y = { X i 10 7

La generalizacién a funciones booleanas sobre n qubits la hizo Deutsch junto a Richard
Jozsa en 1992. Ahora se trataba de ver si una funcién es constante o estd equilibrada o
balanceada, es decir, si es 0 para la mitad de las entradas y 1 para el resto. El circuito que se
emplea es similar:

1 2 3
0™) —/n fen ; Hon
f
1) H] 710y — 1))

Ahora el estado inicial es de la forma:

[Y0) = 10", @ [1), = [0); ®--- ©10),, @ 1)

aplicando los operadores de Hadamard, recordando el resultado en notacién decimal (26.3)) se
obtiene:

(1) = HZ" D ]gg) = (10) + )" @ (10) = 1)) =

1
NoT
- LS we(o) - 1)

A /2n+1

y después de pasar por la puerta funcional queda:

2" —1

2} = Uplthn) = ﬂ_z ® (|0 - 1))

Para aplicar el operador de Hadamard sobre los n primeros estados hay que tener en cuenta
el resultado:

H®n|l’n71 C x0> = Z (_1)xn—1yn—1+---+moyo|yn71 .. '3/0)

por ejemplo
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1
H?|11) = —(|00) — |01) — |10) + |11

11) = —=(100) ~ o) ~ [10) + 1)
resultado que se puede compactar usando el producto escalar binario pero en notacién decimal:

) = 3 (-1l (26.4)

y=0

Usando el resultado obtenemos el estado final:

2n—-12"-1
(e @+ @ (o) —
s = (H" © 1)) = QZZ lv) ® —75(0) - 1)

y de nuevo se puede obtener, con una sola medida, que si los primeros n qubits estan en el
estado |0™) con probabilidad 1, la funcién serd constante, y si la probabilidad es 0, la funcién
estara balanceada, en los restantes casos la funcién simplemente no seria constante. Como
ilustracion, los términos para n = 2 para el primer qubit serian:

[( 1)/00 4 (—1)FOD 4 ()70 4 (7 )f(ll)] |00)+

+[( 1)/00 _(— 1)f(01)+( 1700 _(— 1)f(11)} 01)+
+ [(=1)/0 4 (=)0 = (=1)700 — (1) O] [10)+
+ (=109 = (=)0 = (=)0 4 (=1)/ED] [11)

por tanto, con una sola query podemos adivinar la constancia o el balanceo de la funcién.
Notese que, si a priori sabemos que la funcidn es constante o balanceada, cldsicamente en
teoria habria que hacer tres medidas para averiguar cudl de las dos opciones es, en el peor
de los casos (en el mejor con dos nos valdria). En general en el peor de los casos habria que
indagar en la mitad mas uno de los posibles resultados, es decir, para una funciéon de n bits
habria que hacer 2"/2 + 1 queries, frente a dos si tenemos suerte o a uno si aplicamos la
computacién cuantica.

La primera implementacién experimental de este algoritmo fue propuesta, para dos qubits,
en 1998 por Jonathan Jones y Michele Mosca para técnicas de espines bajo resonancia
magnética nuclear (RMN). Hay que sefialar que este algoritmo en el fondo no mejora ex-
ponencialmente los calculos clasicos, ya que siempre se puede disefar un algoritmo clasico
probabilista (consultas aleatorias a la funcién) que nos dé el resultado con gran margen de
precisién en muy poco tiempo.

26.6. Algoritmo de Simon

Este algoritmo fue propuesto por Daniel Simon en 1994. Se trata de encontrar el periodo
de una funcién vectorial booleana del tipo:
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f:{0,1}" — {0,1}"

El periodo por tanto sera un vector booleano 7' que cumpla:

f(z) = flx@T)/T €{0,1}"

Se puede probar que de nuevo clasicamente habria que evaluar f sobre la mitad mas uno
de los elementos del dominio (2”_1 + 1), es decir, el coste seria exponencial. Incluso con un
algoritmo probabilista no podriamos ir més aca de las 2"/2 consultas. Veremos que en este
caso la ganancia cuantica es clara ya que bastara evaluar Uy unas pocas veces, del orden de
n, para encontrar el periodo con una buena cota de aproximacion.

1 2 3 4 5
|0") —f gEn - H®n Yi
f
jory r—rd A f (o)

Ahora los dos registros del estado inicial tienen n qubits:

[¥0) = 10"), ©[0"),
Aplicando los operadores de Hadamard al primer registro obtenemos:

2n—1

1) = (H®" @ 1°7) [¢hg) = Z|x ) @ [07)

Si hacemos actuar ahora la funcién obtenemos, dado que todos los bits del registro estan
a cero:

2m—1

o) = Ulin) = —= 3 [a) @ |f(2)")
o

Ahora afladimos un paso que no es necesario pero si es muy util desde el punto de vista
pedagdgico. Se trata de medir el segundo registro y obtener uno de los posibles valores de la
funcién, digamos f(x(), quedando el estado colapsado a:

1

en donde por supuesto suponemos el estado mas general combinacién de xy y xg + T', dado
que sblo conocemos el valor de la funcién. Si ahora aplicamos Hadamard sobre los primeros
qubits se obtiene:

[P3) = Ms|1hg) =

[Ya) = (H*" @ 1°7) [¢3) = (1) 4 (=)D |y) @ | f (o))
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en donde légicamente ahi sélo sobrevivirdn los términos que cumplen que 7"y = 0, ya que el
resto interferird destructivamente. Si ahora medimos el primer registro:

[95) = M) = |yi) @ | f(w0))

obtendremos para cada estado y; una probabilidad:
1 2
_1\%0Yi 1\l —
T (DT (1)
1
1

2 2n—1
on+1 o

Prob(y;/T -y; =0) =

st T-y; =0

1 ()

Repitiendo estos pasos del orden de n veces obtenemos n vectores y; que nos daran un

sistema lineal homogéneo de ecuaciones cuya solucién no trivial nos darad las componentes de
T:

T -y, =0 1=1,....n

que podemos resolver con un algoritmo clasico obteniendo 7" con un orden O(n) de repe-
ticiones. Como se ha dicho, este algoritmo es exponencialmente mas eficiente que cualquier
algoritmo cldsico, incluso de tipo aleatorio.

26.7. Transformada cuantica de Fourier

Hemos visto en los algoritmos estudiados que una de las armas mds potentes en compu-
tacion cuantica es la puerta de Hadamard. En realidad esta puerta es un caso especial de la
llamada transformada cudntica de Fourier (QFT):

=0 y=0
| Nl
con  fly) = —— e2m@y/N ¢ (g
f(y) ~ ;:o f(x)

Por tanto, sobre los vectores de la base se aplica la transformacién unitaria N x N:

N-1
1 ,
UFN|37>: \/NE e2mmy/N|y>
y=0

La QFT es por tanto una transformada de Fourier discreta (DFT). En principio harian
falta del orden de O(IN?) operaciones para realizarla, pero en el caso de N = 2", el orden
O(2%") se puede reducir mediante la llamada transformada rapida de Fourier (FFT) a un
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orden de O(NlogN)=0(n2"). Aln asi, sigue siendo un orden exponencial que veremos que

el algoritmo cudntico mejora a cuadratico.

En este caso binario sustituiremos en la Gltima expresién la expansion binaria:

Y=Yn1Yn2 Yo =Yn1 2" "4+ +y-2° con vy, €{0,1}

obteniendo

1 1 1
Z e Z eQme Z?:l yn—l/2l |yn_1 e y0>

Ur,, =
271
A/ )N
2 Yn—1=0 yo=0

y utlizando que la exponencial de una suma es el producto de las exponenciales resulta:

n 1

En consecuencia se puede ver que la QFT transforma la base computacional en otra base

con vectores factorizables, es decir, sin entrelazamiento.

Ahora, teniendo en cuenta la representacion de las fracciones binarias:

-2 -1
:l‘n_12n ++ZL‘1+I‘02 = Tp—-1"""T1-T9

-3 -1 —2
:l‘n_12n ++ZL‘2+I‘12 +ZL‘02 = Tp—1"""T2.717¢

TS

y despreciando la parte entera que en la exponencial sélo formara unidades, se tiene:

1 , . A
Urin = —7=(10) + ™0 1) @ ([0) + 77 1) @ - © (|0) + 070 [1))

o de forma mas compacta

1 - )
U = = 0) 4 27 i0-Ti—1T0|]

Notese que como comentamos la puerta de Hadamard no deja de ser una transformada de

Fourier actuando sobre un solo qubit:

1 x _ L o2miz/2 _ L o2mi0-z
—= (10) + (=1)*[1)) = \/5(|0>+ 1)) 5 (l0) + 1)

H|x):\/§

Vamos a ver un circuito que implementa esta transformacion. Sea el caso n = 3 con el

estado de entrada:
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[vo) = [w2m120)
1 2 3 4 5 6
|22) — H |- Ra | Ry |0) + e2mi0-2a10] 1)

|l‘1> l H R2 |O> _'_eQMO.xla:oH)
|x0> @ |O> +62ni0.x0|1>

En donde definimos las rotaciones condicionales como:
1 0
R = <0 eQm‘/Qk)

La primera puerta de Hadamard actta sobre el bit mas significativo, generando el estado:
1
V2

Las siguientes puertas de rotacién controlada agregan las fases 7/2y w/4 a |z3) si los bits
correspondientes estan encendidos, esto es:

) = (H@ 1@ 1to) = —= (|0) + (1)) @ |120)

1
2
1

V2

De la misma forma se aplica Hadamard y su rotacién controlada al segundo bit:

tha) = (Ry ® 1@ 1)|th1) = —= (|0) + &*™0™271(1)) ® |w120)

5

1hs) = (Rs @ 1 @ 1)[thg) = —= (|0) + *™07271%0(1)) @ |z120)

[¥a) = (1© H @ 1)|¢s) = (10) + >0 (1)) @ (|0) + ™ [1)) @ |ao)

22

|1/}5> — (1 ® R2 ® 1)‘w4> — \/? (‘O> + 627ri0.$2x1a:0|1>) ® (|0> 4 627ri0.$1$0‘1>) ® |SL’0>

y por ultimo la puerta de Hadamard al dltimo bit:

-

[Ye) = (@10 H)ls) = —= (0) + O=21 1))@ (0) + 270410 1)) @ (0) + €270 1))

-
w

Vemos que para n = 3 se han necesitado 3 puertas de Hadamard y 3 puertas de rotacién
condicionada. Para el caso general se necesitan:
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n(n —1) _ n(n+1)
2 2

n
2

Puertas QFT = n Hadamard + < ) Rotaciones = n + puertas

Por tanto, el orden de cdlculo de esta transformacién cudntica es O(n?)=0((logN)?), lo
que denota una ganancia exponencial frente al mejor algoritmo clasico, que como comentamos
era del orden O(n2").

Por claridad no hemos incluido las puertas STW AP que se necesitan (del orden de n/2) para
obtener el orden correcto al final para nuestra transformada de Fourier tal como la definimos
al principio. Un circuito general para n qubits seria de la forma:

[0 1) Ryl - + Ru1 A Ry 0) + 2mi0en-1-70| 1)

|#n2) HF -+ 4 RoaH Ro 0) + €2i0-en—2+-20| 1)

|IE1> @_@— |0> +62ﬂi0.x1m0|1>
|$C(]> H |0> _'_627ri0.9m|1>

26.8. Algoritmo de Grover

26.8.1. Descripcion del problema

Un algoritmo de busqueda es el que nos permite encontrar un elemento x, en un con-
junto posible de soluciones (estructura de datos) que cumpla una determinada proposicién
f(x). Dentro de este tipo de problemas estan la bisqueda en una base de datos o el coloreado
ordenado de una gréfica.

Si no sabemos nada sobre la estructura del espacio de soluciones estamos ante un problema
desestructurado, como el que resolvié Lov K. Grover en 1996. Un ejemplo seria la blsqueda
de un teléfono en una guia telefénica sin conocer el nombre. Clasicamente el mejor algoritmo
aleatorio nos llevaria a un coste de O(NN) (si se quiere N/2 consultas de media) para una
base de datos de tamaiio N. Con el algoritmo de Grover se mejora este resultado con una
ganancia cuadrética de orden O(\/N) El algoritmo de Grover es probabilistico, es decir, sélo
da la respuesta correcta con cierta probabilidad (al contrario que el de Deutsch por ejemplo
que era determinista).

Légicamente nuestra proposicidon aqui esta implementada por un ordculo que actle de la
siguiente forma:
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st T = T
st x # T

Fali) 0.1 — 013/ { §

Upol7) @y) = |2) @ |y © fay (x))

Por tanto, asumimos que de entrada necesitaremos un registro fuente de n qubits tal
que N = 2" y uno adicional para almacenar la informacién de la funcién. (Nétese el hecho
de que conocer de antemano 1 no es lo mismo que reconocerlo entre un conjunto de estados).

26.8.2. Estrategia

La estrategia serd preparar un estado superposicién de todas las entradas del catalogo:

1
1) = —= ) _ =)
VN =
después aplicar el ordaculo que nos dé todos los valores de la veracidad de la proposicién sobre
las entradas:

=

-1

1
|th2) = Vi |2) @ |f(2))

xT

Il
o

para en ultimo lugar desbalancear los pesos estadisticos de forma que halla suficiente proba-
bilidad de encontrar el estado |xo)|1). Para ello hay que utlizar las operaciones de cambio de
signo e inversion sobre el promedio.

26.8.3. Cambio de signo

Se trata de aplicar un cambio de signo al elemento que cumpla la proposicién, de forma
que quede de algiin modo marcado (figura 26.5]). En el algoritmo clasico esto ya supondria,
|6gicamente, el haberlo encontrado, pero recordemos que aqui el elemento sigue dentro de
un estado global que todavia no podremos medir por no tener la suficiente certeza de que el
resultado nos va a dar nuestro elemento. El operador a implementar serd de la forma:

sy = (1= 2zl o) = { 1300 1 47

La forma de implementar este algoritmo es preparando un estado destino, tal como hicimos
para el de Deutsch-Jozsa (inicializandolo a |1) y aplicando Hadamard), en |0) — |1). De este
modo el ordculo de la funcién nos dard un cambio de signo cuando ésta sea 1.

Uty l) <%) _ (1)o@ |) (%)

es decir, al no alterarse el segundo registro lo que se tiene es que:
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Innnmnn ol [ |11
e JUl
01 N-1 01 | N-1

Figura 26.5: Cambio de signo

Xg

I LU L
01

MN-1 01 N-1

Figura 26.6: Inversién sobre el promedio

Ufzo = UJEO ® 1

De esta forma el oraculo marca la solucién del problema, mediante el operador cambio de
signo:

Usol) = (1)@ |z) = (1 — 2|zo)(z0]) |2)

1 0 0
0 1 0
Un=110 o — 1(@o) 0
0 0 1

Para N = 4 por ejemplo este operador oraculo se puede implementar mediante las siguien-
tes puertas de tipo Toffoli, dependiendo de si el o =0, 1,2, 3:

ZL’Q:O .T():l .’,170:2 .’,170:3

—0o— ——
—e— —0—
fan fan

—
——
‘ N

26.8.4. Inversion sobre el promedio

Se trata de un algoritmo que superpone sobre la media la diferencia respecto de ésta. De
este modo el valor negativo recientemente invertido aparecera por encima de todos los demas
(figura [26.6]). Para ello hay que usar el llamado por Grover operador de difusion:

D = H®"(—Up)H®" = H®"(2]0)(0| — 1)H®"
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El efecto de este operador es equivalente a realizar una reflexidén respecto del estado:

1 N-1
= — x
|91) Nx:oH
es decir
2
Y1 % ¥
2 21 2
D=2[y(h|-1= 7 ¥ N
2 2 2
N ¥ oowv— !

lo que se deduce simplemente aplicando la definicién del operador Walsh-Hadamard respec-
to al estado fundamental y calculando después los elementos de matriz respecto de la base
computacional.

Lo mds interesante de este operador es estudiar lo que hace con las componentes de
cualquier entrada que se le ponga, del tipo general:

= Zaﬂx}

cuya accién es

i) =Dl | = (%Z%Zi@ —Z%|f>> -
= <2<a>Z|x>—Z%|$>> =) (2<a>-a)l)

T

Dlgp) = 1) (] = D)|yp) = <NZ|x Z x|—1>za "
2 /
=¥ Z a,n|x) <x

1"

es decir, se produce un cambio de las amplitudes en la forma

ap —2<a>—a,=<a>+(<a>)—a,)

Vamos a ver el ejemplo de la actuacién del cambio de signo y esta inversién para el caso
N = 4 (que puede ser implementado con dos qubits). En el registro entrante las amplitudes
de todos los estados son las mismas:
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Numero de iteraciones aconsejadas con error 1/N (0.25) =1

Humero de elementod 4 (2 gubits) X o

Iteracidn (4] - 0.50000 0.50000
Iteracidn 1 - 0.00000 1.00000
Iteracion 2 - -0.50000 0.50000
Iteracitn 3 - -0.50000 -0.50000
Iteracitn 4 - 0.00000 -1.00000
Iteracidn 5 - 0.50000 -0.50000
Iteracifin 6 - 0.50000 0.50000
Iteracitn 7 - 0.00000 1.00000
Iteracitm i - -0.50000 0.30000
Iteracidn L) - -0.50000 -0.50000
Iteracidon 10 - 0.00000 -1.00000

Figura 26.7: Algoritmo de Grover para N=4 y s=1

si se aplica un cambio de signo (sea zp = 2 = (10)):

1F 11 1_1

<o >y= 2+2 5 5 -

4 4

y por ultimo aplicamos el operador de difusiéon, con lo que las amplitudes cambian a:

DO
|
I

o

(O‘l‘)l“?éro =

L

N~ DN~

+
DO = DO =
|

(ax)m:xo -

S =]

Lo que indica que en una sola iteracién ya tenemos la certeza absoluta de encontrar el
elemento, frente a una media de 2 en el caso clasico. En la figura [26.7] se ven las primeras
iteraciones en este caso (y lo perjudicial que puede ser calcular de mas). En general podemos
decir que el aumento que se produce en la inversién temporal es aproximadamente:

1 1 1
—_ s — 4+ |~ —
\/N \/N ( \/N) por iteracién

lo que seria una forma heuristica de ver que en efecto el método de Grover es de orden O(+v/N),
dado que con ese orden de iteraciones llegariamos a la unidad. En realidad esto no es asi dado
que las sucesivas iteraciones no tienen el mismo comportamiento, por eso va a ser tan impor-
tante calcular el nimero de iteraciones suficiente para una cierta probabilidad.

Para implementar este algoritmo basta con saber cémo se implementa la inversion respecto
del eje |0) dada por —Uj. Para ello se usa el hecho de que:

10
HXH_Z_<O_J

A partir de esto podemos construir, con ayuda de puertas CNOT o Toffoli controladas, el
operador que actua reflejando el dltimo vector de la base [111---1). Si nos ayudamos también
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de puertas X podemos dar la vuelta al estado de forma que lo que gire sea el primero. Por
ejemplo, para dos qubits tendriamos:

y el circuito correspondiente a Uy seria:

como para implementar una puerta de Toffoli de n bits se necesitan 2n-5 puertas ternarias de
Toffoli, serd ese el orden de calculo de este algoritmo, es decir O(n)=0(logN).

26.8.5. Descripcion del algoritmo

1 r,,,j ,,,,,,, 3___ ____ 4 _ _ _ _ __ D - -
|0n> - e H®n e - -:-/74
I Ufl() U$0®1 _UfO _U0®1 |
| |
) L .

Iteracién de Grover: ~ v/ N veces

Partimos de un estado entrante de la forma:

[Wo) = |07) @ |1)

y al pasar por las puertas de Hadamard se tiene:

ZH

Como a partir de aqui el segundo registro no se va a modificar, es util trabajar sélo con el
primero y empezar con el estado:

[ V-
1) = Wi ; |z)

y estudiar su evolucién bajo las iteraciones del operador de Grover:

G = (2[¢) (W] = DA = 2[xo)(wo|) = DUs,

y de esta forma también podemos simplificar su representacién grafica:
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donde

G = —Us, HHEH U HE -

Por tanto la primera reflexidn respecto a |z() nos dard en el primer registro el resultado:

-

TF#x0

Uzolth1) = (1 = 2|zo) (zo]) [th1) =

2?—‘

y la inversién sobre el promedio nos da:

|th2) = DUsg|th1) = (2l¢n)(n| = 1)—= [Z ) — |o) ] =

THTQ

Alp6-Hm-6-

en donde se ve claramente que para N = 4 con una sola iteracién ya se puede medir. Si
continuamos el siguiente paso nos daria:

o =Gl = e | 30 (1= 0 o+ (5= 30 35 o]

TH£To

La expresidn general es dificil de compactar con fracciones polinédmicas (seguramente habria
que hacer uso de las funciones de Chebyshev), pero tiene una expresién trigonométrica parti-
cularmente sencilla:

\/% cos [(2]{: + 1)arc cos <%)} S Ja) + sen [(21{ + 1)arcsen (ﬁ)} 1)

TH#TQ

26.8.6. Interpretacion geométrica

El estado [1/;) se puede separar mediante una base reducida en dos estados ortonormales:

i) =\ Srles) + oo} /o) = <= 3 )

:c;ém
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De forma que U,, es una simetria respecto a |z ) y D es una simetria respecto a ;) que
en este caso tiene la forma:

N—1 2 2/N-1
D:2< )(/u L)_ :< N —N>
1 N VN 2vN-1 2 4

N

VN

Por geometria basica se sabe que la composicidén de dos reflexiones de ejes secantes es un
giro de dngulo doble al que forman los ejes. Sea ese angulo de giro ¢, luego el que forman los

ejes serd la mitad y
0
cos <§) = (x| 1)

ANl oy L
CcoS 5 = N Yy sen 9 _\/N

Si llamamos v = /2 el estado inicial es

luego

[91) = cos(y)]xL) + sen(y)|zo)

y la aplicacién del algoritmo supone un giro de # = 2 en ese plano, es decir

[902) = cos(3y)[x1) + sen(37)[zo)

por lo que después de k interacciones tendremos

[Vrr1) = cos((2k +1)y)|z 1) + sen((2k + 1)y)|zo)

26.8.7. Calculo del nimero 6ptimo de iteraciones
Es obvio que para rotar completamente el estado |v;) a |x¢) se debe cumplir:

s T 1
2ko + 1 =1= 2k +1)y==-=k =— — =
sen[(2ko )7] (2ko )Y 5 0 2

Expresién que no es entera, y por tanto habrd que aproximar, y aqui es cuando sale la
dependencia del algoritmo en cuanto al orden O(N).

o= ] [ - |2

Vamos a calcular la probabilidad de fallo, definida como

Prob = cos®[(2kapros + 1)7] = sen’ [g — (2kaproz + 1)7}

usando el siguiente hecho
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Numerpo de iteraciones aconsejadas con error 1/N (0.015625) =6

Humerc de elementos &4 (6 qubits) X 0

Iteracidn 0 -5 0.12500 0.12500
Iteracion 1 - 0.11720 0.36719
Iteracién 2 - 0.10210 0.58643
Iteracién 3 - 0.08054 0.76901
Iteracitn 4 - 0.05399 0.90354
Iteracién § - 0.02406 0.98159
Iteracién & - -0.00736 0.99829
Iteracion 7 = -0.03833 0.95260

Figura 26.8: Algoritmo de Grover para N=64 y s=1

1 T
|k0 - kaprox| S 5 = 5 - (2kap7"ox + 1)7 = |(2k0 + 1)7 - (2kap7"ox + ]-)’Y| =

= |27(k0 - kaprox)| S Y
por tanto
Prob < sen?y = i

Y por esto la probabilidad de fallo después de W\/N/Zl iteraciones es 1/N. Normalmente
ademds la probabilidad de encontrar el elemento es mayor que esta cota, como se aprecia en
la figura para 64 elementos, en donde aunque esta probabilidad es de 0.016, en realidad
en la iteracién recomendada tenemos una amplitud de 0.998, con lo que el margen de error
probabilistico es de 0.004.

26.8.8. Dependencia con el nimero de soluciones

Para introducir la dependencia con el niimero de soluciones hay que definir los conjuntos:

Xo = {z/f(z) =0}
Xy =A{z/f(x) =1}

de forma que, si s es el nimero de soluciones

1
lz1) = \/ﬁ Z )

z€Xo

1
o) = == 3 I

reXq

N —
o =y ) o

Y de nuevo tendremos la misma interpretacién trigonométrica:

y por tanto
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[Yr41) = cos[(2k + 1)7][x1) + sen[(2k + 1)7]|0)

solo que ahora el angulo se define como

cos (g) = cos(y) = (x| 1) = \/F = 7 = arcsen ( %)

Asi que por la misma razén ahora el orden de iteraciones va con O(y/N/s):

{%J = hseZmJ B E EJ

con una probabilidad de error de s/N.
Casos particulares interesantes son:

1.- s = 1. Ya hemos visto que si N es grande:
{ T J VN

)T T

2.- s = N/4. En este caso sen(y) =1/2y

-]

es decir, con una sola iteracién se consigue la solucién.

3.- s = N/2. Entonces sen(y) = 1/v/2 luego v =7 /4 y

ER

pero en este caso la aplicacién del algoritmo no mejora la probabilidad de acierto clasica,
que sigue siendo s/N = 1/2:

[a) = cos(3y)[zL) + sen(37) o) = —%m + %w

4.- s> N/2. A partir de aqui, el nimero de iteraciones se va haciendo mas grande y no se
gana respecto al caso clasico, ya que el dngulo de giro cumple:

sen(f) = sen(2v) = 2sen(y)cos(y) = =/ s(N — s)

expresion que alcanza su valor maximo en s = N/2, con lo que después desciende y por
tanto el nimero de iteraciones serd mayor.
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De todo esto se deduce que si a priori no se conoce el nimero de soluciones el
algoritmo no es util. En efecto, si por ejemplo NV = 2%, ya hemos visto que una probabilidad
de fallo menor que 272° nos la darfan, para una solucién

v N

1 = 804 iteracciones

pero si mantenemos este nimero de iteraciones y resulta que existen s = 4 soluciones el error
que se comete es muy grande, ya que en este caso deberiamos haber empleado 402 iteraciones,
encontrando para el valor 804:

1
1 — |l =- !
sen[1609arc sen (512)] 0,000987

cuando teniamos que haber parado en el 402:

1
_ = 1
sen[805arc sen (512)]

No obstante, hay formas de usar el algoritmo de Grover mas cuidadosamente cuando uno
tiene pistas sobre el nimero de soluciones (Boyer, Brassard, Hoyer, Tapp, 1996), e incluso

un algoritmo de conteo de soluciones mediante la transformada de Fourier (Brassard, Hoyer,
Tapp, 1998).

26.8.9. Relacién de recurrencia

Para hallar la relacién de recurrencia escribimos el estado en la forma:

[ein) = ax Y o) + by Y |7)

z€Xo reX1
en donde la semilla es
ag = b(] = L
VN
Como en cada iteraccién las amplitudes cambian de signo y se produce la inversién en el
promedio, las relaciones recursivas son

ap1 =2M} — ay, bry1 = 2Mj, + by,
(N — s)ay — sby
N

N-—2 2
Ap+1) _ Ts —ﬁs ag
b - 2N—2s N-2s b
k-+1 -~ T~ k

Por induccién se puede demostrar que la solucién de este sistema es precisamente el
resultado obtenido geométricamente:

M, =

En forma matricial

cos((2k + 1)) by = %sen(@k + 1))

ap =

1
VN —s
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26.8.10. Generalizaciones

Un articulo de los profesores Galindo y Martin-Delgado de la Universidad Complutense
aparecido en Physical Review en el 2000, titulado " Family of Grover's quantum-searching al-
gorithm™ abrié varias vias de investigacidn sobre los algoritmos de tipo Grover.

La mas evidente es la posible generalizacién aprovechando el hecho de que

%) = Ugpr|0) = \/LN D la) = [vn) = [en) (] = @@

por tanto la inversién sobre la media toma la misma forma matricial en la base de momentos
que el cambio de signo en la de coordenadas. Si definimos

P =) W] = —
N 1 1 ... 1
en la base transformada toma la forma:

P = Ué}l?TPUQFT = ‘0)(0‘ = PO

Esto, aparte de abrir el estudio hamiltoniano del sistema que ya se habia dado (Farhi,
Gutmann, 1998), nos puede inducir a descubrir qué pasaria si se utiliza un proyector sobre otro
estado de "momento”. Los estudios hechos muestran que el caso concreto encierra toda la
esencia del algoritmo, parece que no aportando la generalizacién nuevos hechos.

En cualquier caso, el articulo aludido se centra en la generalizacién de los operadores de
Grover a operadores de la forma:

G=aP+pQ, P’=P, Q*°=Q, P+Q=1

definiendo la iteracion de Grover como la composicién de dos de estas superposiciones de
proyectores ortogonales, con el llamado kernel de Grover:

K = GyGy
donde
G1:QP+6Q
Gy =~vP +6Q
con
0 O 0
P=lzo){ze| =10 --- 1@ ... 0
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La eleccién particular de Grover légicamente es

O[:—l’ /8:1’ "}/:—1’ 5:17 <G1:U1'07 GQZ—D>

en general podemos poner

que en forma matricial en la base reducida ya estudiada
{lzo), lz1)}

toma la forma

;)
a= (o 2)+ 5 (= V)

Pero légicamente en el kernel cada operador de Grover tendra una libertad de fase con la
que podemos reducir a dos el niimero de grados de libertad, fijando por conveniencia

a=v=-—1
con lo que un célculo facil nos da la expresion para el kernel en la base reducida:
1 s+d(s—N) —B(1+0)/s(N —s)
N \(1+46)y/s(N —s) B(s+ds—N)

La estrategia de generalizacion se basa en recoger la expresion para la amplitud de proba-

bilidad después de m iteraciones del kernel:
A (x0) = (xo| K™ [th1)

entonces, si somos capaces de diagonalizar K en términos de sus autovectores {|k1), |k2)} vy

1
autovalores {e™1 €2} |a expresién quedaria mds manejable y podriamos sacar conclusiones

El caso s = 1 estudiado en el articulo nos daria un desarrollo:
A (x0) = (xo| K™ [11) = Z{ (zo| ki) |2+ VN — 1 {(xo| k;) (k;] xl>}ez’mwj _

. 1 imA
="t [ —— + (e — 1) (xo] ko) (k con Aw = wy—w
(5 ) (ol 2><2\w1>) )~

un estudio para N — oo de estos autovectores nos da
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Iks) o (?—Iﬁﬁﬂﬁ))

pero el primer sumando de la primera componente nos daria una probabilidad no convergente,
con lo que necesariamente

B=6#-1
y de este modo se obtiene
A
o (o) ~ sen(m w)

que alcanza su valor maximo en

v

V=[]
Aw

y teniendo en cuenta que la expresion de los autovalores da un comportamiento asintético
cuando N — oo de

4
Aw ~ —— ReVs
VN

si parametrizamos el parametro de Grover como § = e'® se tiene la expresién
™
M~ |—=VN
LLCOS(CI)/Q) J
obteniendo por fin una expresion generalizada para la eficacia de los algoritmos tipo Grover.

Légicamente para & = 0 recuperamos el principal. Ademas en el articulo mencionado se hace
un estudio de las perturbaciones sobre las condiciones iniciales viendo su estabilidad.
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Parte VII
EL RELICARIO
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La historia es la ciencia mas funda-
mental porque todo conocimiento
humano pierde su caracter cientifi-
co cuando los hombres olvidan las
condiciones en las que se origind,
las preguntas que venia a contestar
y las funciones al servicio de las
cuales se cred.

(Schrodinger 1944)
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Capitulo 27

DAVID HILBERT
(1862-1943)

27.1. Introduccion
Las fuentes de donde he sacado esta biografia han sido:

1) Jeremy J. Gray. El reto de Hilbert. Planeta, Barcelona, 2005

11) J. M. Almira y J. C. Sabina de Lis Hilbert, matematico fundamental. Nivola, Madrid,
2007

Asimismo he consultado su entrada en la Wikipedia:

http://en.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert.

27.2. Biografia

David Hilbert nacié el 23 de enero de 1862 en Konigsberg, entonces capital de la Prusia
Oriental y hoy dia la ciudad rusa de Kaliningrado. Se da la circunstancia de que esta también
fue la ciudad natal de Kant. De familia acomodada (su padre era juez), tuvo una Gnica her-
mana, que murié de parto en 1897.

Sus anos de escuela no fueron particularmente brillantes, aunque pasé el Abitur o examen
final en el Wilhelm-Gymnasium. Entré en 1880 en la pequena Universidad de Konigsberg, por
donde habia pasado uno de los matematicos mds influyentes de la época, Carl Jacobi. Coin-
cidieron con él el fisico Gustav Kirchoff y el gedmetra Otto Hesse asi como Heinrich Weber,
quien ocupd la cdtedra de matemdticas desde 1875 a 1883, siendo relevado por Ferdinand
Lindemann, quien demostré la trascendencia del nimero p. En esa época era la mas firme
competidora de la Universidad de Berlin.

Una de las personas que mas le influyé fue Hermann Minkowski, que volvia entonces a
Konigsberg desde la Universidad de Berlin, y al que le uniria una gran amistad. Ademas, en
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1884 llegé a Konigsberg Adolf Hurwitz con un contrato de profesor titular, y los tres ma-
tematicos consolidaron una amistad que duraria de por vida.

Hilbert defendid su tesis el 11 de diciembre de 1884 bajo la batuta de Ferdinand Linde-
mann, y su tema eran los invariantes algebraicos, con cretamente llevaba como titulo: Sobre
las propiedades invariantes de formas binarias especiales, en particular las funciones circulares.

A través de Hurwitz Hilbert entré en el circulo que Felix Klein estaba formando a su alre-
dedor en Leipzig. Klein le animé a desplazarse a Paris, en donde conocié a Henri Poincaré, mds
preocupado por trabajos geométricos que los algebraicos de Hilbert. Mas adelante, en 1988,
Klein le llevé a Gotinga (en donde él estaba entonces) y a Erlangen para entrevistarse con
Paul Gordan, experto en la teoria de invariantes. Gracias a este conocimiento Hilbert empezé
a despegar en el mundo de las matematicas publicando articulos notables en revistas de la
Universidad de Gotinga.

En la década de 1890 Hilbert fue abandonando la teoria de niimeros y se interesé por los
fundamentos de la Geometria. En su curso de 1891 dejé claro que para él la geometria es
en si misma parte de las ciencias de la naturaleza. En la siguiente reflexion, de claro perfume
kantiano, defiende esta tesis:

" La geometria es la ciencia que se ocupa de las propiedades del espa-

cio. Difiere de manera esencial de otros dominios de la matematica

pura, como la teoria de nimeros, el dlgebra o la teoria de funciones.

Los resultados de estas ultimas se obtienen a partir del pensamien-

to puro... Sin embargo en geometria la situacién es completamente

distinta. Nunca podré penetrar las propiedades del espacio por pura

reflexién, de igual modo que nunca podré obtener las leyes basicas

de la mecanica, la ley de la gravitacién o cualquier otra ley fisica de

este modo. El espacio no es producto de mis reflexiones. Mas bien,

se me da a través de los sentidos” .

Los Fundamentos de la Geometria de Hilbert varian la luz en su primera edicién en 1899.

En esa década ademds habia contraido matrimonio con Kathe Jerosch (1864-1945), en 1892,
la hija de un comerciante de Konigsberg, y habia obtenido el grado de profesor titular de la
Universidad de Gotinga en 1895, gracias a la mediacién de Felix Klein.

En 1900 el matematico en activo mas prestigioso, Henri Poincaré, invité a Hilbert al Il
Congreso Internacional de Matematicos, que tendria lugar en agosto, coincidiendo con la
quinta Exposicién Universal, en Paris.

Hilbert tenia dudas sobre el contenido de su conferencia, pero su amigo Minkowski en una
carta le dio la idea:

. mas atractivo seria el intento de mirar al futuro, en otras pa-
labras, de hacer una caracterizacién de los problemas a los que los
matematicos deberian orientarse en el futuro. Con esto, podrias te-
ner a gente hablando de tu charla incluso durante décadas a partir
de ahora”.
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De esta forma fue como Hilbert prepard una lista de 23 problemas pendientes de resolver
en Matemdtica que conmociond a los asistentes a la Sorbona el 8 de agosto de 1900. De estos
problemas ya hay mucho escrito y no nos vamos a ocupar aqui ya que se pueden consultar
en diversas fuentes (la de Jeremy J. Gray es un ejemplo). A pesar de dejarse en el tintero
cuestiones importantes como el problema de los tres cuerpos, o ramas laterales como la teoria
de matrices, los problemas de Hilbert tuvieron capital importancia en el desarrollo de la ma-
tematica del siglo XX, y la mayoria de los que pudieron resolver alguno obtuvieron importantes
reconocimientos, como la medalla Fields (conocido como el Nobel de las matematicas).

A partir de 1901 y hasta 1912 Hilbert se ocupé fundamentalmente de las ecuaciones
integrales, dirigiendo al menos catorce tesis sobre el tema, a matematicos de la talla de, por
ejemplo, Hermann Weyl. No obstante, en el verano de 1908 sufrié una crisis de agotamiento
nervioso que le obligd a guardar reposo durante algunos meses.

27.3. Aportaciones cientificas

A partir de 1912 los intereses de Hilbert se orientaron decididamente a lo que Einstein
estaba fraguando. El boceto de la relatividad general fue publicado por Einstein y su amigo
matematico Marcel Grossmann en 1913 y 1914 en los Zeitschrift fir Mathematik Physik. El
interés por la Fisica de Hilbert lo aclara muy bien Jeremy Gray:

" La Fisica era para él un interés genuino y de toda la vida, y el en-
foque axiomatico era su contribucion especifica. Veia la geometria
como el caso transicional, porque la geometria pertenece a las ma-
tematicas y pese a todo tiene un aspecto empirico”.

Este interés ya habia sido demostrado en el enunciado de sus famosos problemas, ya que es
el sexto el que propone axiomatizar algunas ramas de la fisica, como la teoria de las probabili-
dades y la mecénica. La llegada de Minkowsi a Gotinga amplié los intereses de Hilbert, y hacia
1907 ambos estudiaron el trabajo de Einstein en relatividad. A finales de ese aho Minkowsi
redacto el primero de sus tres trabajos sobre el tema.

Los esfuerzos de Einstein entre los afios 1912-15 se basaron en encontrar un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales en donde la métrica gravitatoria g,, eran las funciones
incégnita. En el primer boceto, se sugirié la forma:

F,.(G,VG,d°G) = kT, (27.1)

donde G = (g,,,) era el tensor métrico y T}, el de materia. En el segundo boceto plantearon una
version variacional integro-diferencial a modo de ecuaciones de Euler-Lagrange. No obstante,
no acabaron de encontrar la funcién hamiltoniana H que fuera invariante frente a todos los
cambios de sistema de referencia. Aparte, tampoco daban una descripcion satisfactoria de
un campo en rotacion, y por tanto no podia servir para corregir la anomalia newtoniana del
perihelio de Mercurio.

Para corregir estos defectos, Einstein se apoyé mas en los matematicos que en los fisicos,
y estuvo muy influenciado por el gedmetra italiano Tullio Levi-Civita y por su visita a Hilbert
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en julio de 1915. Aunque Hilbert en realidad estaba elaborando un grupo mdas ambicioso de
ecuaciones para la axiomatizacién de la Fisica, contribuyé a dar un espaldarazo a la correcta
formulacién de las ecuaciones de campo de Einstein, que fueron publicadas en la Academia de
Berlin en noviembre de 1915 en la forma

1
R, — §gu,,R = —kT (27.2)

donde R, era el tensor de Ricciy 2 la curvatura de Riemann. La bisqueda de las ecuaciones
de campo de Hilbert estaba basada en las ecuaciones de Euler-Lagrange de la accién

S = / L£\/gdx (27.3)

en donde g = det(g,,) y la funcién lagrangiana £ depende del tensor métrico. De esta accién
se deducen también las ecuaciones de Einstein, y por eso es llamada cominmente accion de
Einstein-Hilbert.

Después de la Gran Guerra, el protagonismo de Alemania en Europa disminuyé considera-
blemente. No obstante, Hilbert no habia sido nacionalista y era muy respetado en el extranjero.
Gotinga se las arreglé para prosperar de nuevo vy, retirado Klein, Hilbert era el lider del presti-
gioso Instituto de Matematicas. Estaba rodeado de un grupo de potentes matemdaticos: Emmy
Noether en algebra, Courant y Herglotz en analisis, Landau y Siegel en teoria de nimeros y
Bernays en fundamentos de la matematica. Ademas, habia llegado de visita Von Neumann de
Hungria en 1924, y pasé bastante tiempo con Hilbert.

No obstante, Hilbert enfermé en ese afio de anemia perniciosa, enfermedad que podia tener
consecuencias fatales. Aunque los médicos le dieron sélo unos meses, sus colegas, especiale-
mente Courant, se enteraron de un tratamiento experimental de G. R. Minot en Harvard, a
base de higado crudo, que salvé la vida a Hilbert.

La beca de la que gozaba Von Neumann en Gotinga le sirvié para darse cuenta de que las
matematicas de Hilbert sintonizaban con las demandas de la teoria cudntica. Aunque Hilbert
entonces estaba mas interesado en los fundamentos de las matematicas, se puso a trabajar
con Von Neumann y su asistente en fisica L. Nordheim en la bisqueda del marco matematico
adecuado para la teoria cudntica. En realidad este trabajo fue acabado en solitario por Von
Neumann, pero desde entonces a los espacios de funciones de onda cudanticas se les conoce
como espacios de Hilbert.

Como se ha dicho, en los afos veinte Hilbert retomé su interés por los fundamentos de la
matematica y a ellos dedicé el resto de su vida académica. En especial se ocupd de desarrollar
el llamado programa de Hilbert para la demostracién de la consistencia de la aritmética y la
recuperacion de los métodos conjuntistas.

En 1930, con 68 anos, Hilbert se jubila dejando su plaza de catedratico a Hermann Weyl.
Se le nombré “ciudadano de honor” de la ciudad de Konigsberg. En el acto de entrega, cuya
grabacién adn se conserva, Hilbert pronuncié su famosa frase: “Debemos saber, sabremos”,
en respuesta a la famosa alocucidn latina “ignoramus et ignorabimus” (desconocemos y des-
conoceremos). En 1931, ain dando clases esporddicamente en la Universidad, se enterd de los
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resultados de Godel sobre la consistencia de la aritmética, lo que supuso un fuerte golpe a su
programa.

A partir de 1933, con la llegada de Hitler al poder, las matematicas de Gotinga se fueron
apagando debido a la expulsién de los judios (Courant, Landau, Noether, Weyl, Bernays) y
otros matematicos no judios que emigraron en senal de protesta, entre ellos Emil Artin y Carl
Ludwig Siegel.

Hilbert fue viendo cdmo todos sus discipulos dejaban el pais. Durante un banquete al que
fue invitado, el ministro nazi de educacién pregunté a Hilbert: ;Y cédmo estan las matematicas
en Gotinga, ahora liberadas de la influencia judia?”, a lo que Hilbert respondié: “; Matemati-
cas en Gotinga? Ya no queda nada de eso alli".

Hilbert establecié el teorema fundamental de la teoria de invariantes y las bases de la
axiomatizacién de la geometria. Ademas construyd los cimientos de ramas de la Matematica
en donde se iban a asentar teorias fisicas importantes como el germen de los espacios de
Hilbert que desarrollé Von Neumann para la Mecanica Cudntica o las ecuaciones de campo
que desarrollé Einstein para la Relatividad General.

Los dltimos afos de jubilacién transcurrieron en soledad y fueron tristes, viendo ademas
cémo se agravaba el trastorno mental de su hijo Franz, al que su mujer nunca quiso internar.
Fallecié el 14 de febrero de 1943, y en su tumba todavia se puede leer la maxima: “Wir miissen
wissen, wir werder wissen” (debemos saber, sabremos).
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Capitulo 28

PAUL EHRENFEST
(1880-1933)

28.1. Introduccidon

Las fuentes de donde he sacado esta biografia han sido:

1) Franco Selleri. El debate de la teoria cudntica. Alianza Universidad, Madrid, 1986

11) L.I. Ponomariov Bajo el signo del cuanto. MIR-Rubifios, Madrid, 1992

Asimismo he consultado su entrada en la Wikipedia:

http://es.wikipedia.org/wiki/Paul_Ehrenfest.

28.2. Biografia

Ademas de los profetas a la ciencia le hacen falta apdstoles. Ademds de genios aislados que
cambian el cauce de la ciencia, ésta necesita personas que guarden su fuego y sean capaces de
encenderlo en las almas de los nedfitos. Semejantes personas crean en torno suyo un ambiente
de belleza intelectual y de auge espiritual, en el cual comienzan a florecer impetuosamente los
talentos y se afianzan las dotes.

A este tipo de personas pertenecia Paul Ehrenfest. Nacié y crecié en Viena, estudié en la
universidad de su ciudad natal, siendo discipulo de Ludwig Boltzmann, y en la de Gotinga bajo
la direccion de Felix Klein.

Perdié su fe religiosa a los 12 ahos y cogidé una gran aficiéon a argumentar con agudeza
sobre lo disparatado y falso de todas las religiones organizadas. Sus lecturas fueron amplias e
incluian a Schopenhauer, Nietzsche, Bergson y Marx. Cabe muy poca duda de que en politica
tenia ideas progresistas, a juzgar por el entusiasmo con el cual recibié las noticias revolucio-
narias rusas.
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Después de terminar sus estudios vivié cinco anos en Rusia y en 1912, a peticién de Lo-
rentz, reemplazé a este dltimo en la cdtedra de fisica tedrica de la Universidad de Leyden.
Poco antes habia tenido ya la oportunidad de transformarse en el sucesor de Einstein en la
Universidad de Praga, pero se interponiaa, no obstante, un obstaculo: en el imperio Austro-
Hingaro no se podia ser profesor sin tener una afiliacién religiosa. Se trataba de un asunto
meramente formal, que Einstein mismo habia cumplido con anterioridad a pesar de carecer
de compromisos religiosos desde hacia mas de una década. Sin embargo, Ehrenfest rechazé
ajustarse a este requisito, con el sentimiento de que habria sido una hipocresia declarar su
judaismo con el (nico objeto de poder ser candidato a profesor universitario. Este hecho ilu-
mina un rasgo caracteristico de la personalidad de Ehrenfest que le guid tanto a través de su
vida privada como de su investigacion: su completa honestidad. Por esta razén sus colegas
le consideraban: “la conciencia de la fisica” y sinti6 mas que ninguna otra persona "en lo
profundo de su corazén el drama de la fisica contempordnea”, como escribié Langevin en 1933.

Ehrenfest se suicidé en Amsterdam en 1933, después de disparar a su hijo Vassily de 16
afios (que padecia sindrome de Down). El nifio sobrevivié pero quedd tuerto. En relacién con
esto Einstein escribié que, a menudo, Ehrenfest se habia sentido incapaz para las tareas de
investigacion, y que este sentimiento solia deprimirle. “En los Gltimos anos””, anade Einstein,
“esta situacion se agravo por el desarrollo extranamente turbulento que recientemente habia
sufrido la fisica tedrica. Aprender y ensenar cosas que uno no puede aceptar por completo
en su corazoén es siempre un asunto complicado, y de doble complicacién para una mente de
fanatica honestidad, una mente para la cual la claridad lo era todo... No sé cuantos lectores
de estas lineas seran capaces de captar cumplidamente esta tragedia. Y sin embargo fue ella
la que ocasiond, en primer lugar, su fuga de la vida“"’

28.3. Aportaciones cientificas

Einstein y Ehrenfest creian en una realidad objetiva inteligible para el hombre y en las leyes
causales, y se opusieron de forma enérgica a la mecdnica cudntica; Born y Bohr fueron los
creadores de las concepciones mas importantes contrarias a la causalidad y a la inteligibilidad, e
incluso limitaron de un modo considerable la relevancia del concepto de realidad fisica. El caso
de Schrodinger era mas complicado, aunque rechazaba también la sintesis cuantica elaborada
por Bohr. Todos ellos se opusieron al nazismo, aunque tenian diferentes opiniones politicas.

Ehrenfest dirigia seminarios los martes en la Universidad de Leyden en donde intervenian
los grandes cientificos de la época. Alli nacié y se consolidé la hipdtesis sobre el spin del
electrén, y Ehrenfest fue su impulsor. También intervino como iniciador y organizador de la
famosa polémica entre Bohr y Einstein.

Paul Ehrenfest dejé tras de si ideas fisicas que sobrevivieron la memoria de sus discipulos
y amigos. Tendidé un puente sobre el abismo que en la mente de sus contempordneos separaba
los fendmenos cudnticos de los clasicos por medio del conocido teorema de Ehrenfest. En
ello radica la esencia del principio de correspondencia que en 1918 formulé Niels Bohr y en
1927 demostré Paul Ehrenfest.
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Como profesor de la Universidad de Leiden en Holanda, Ehrenfest aplica un poco el pragma-
tismo estadounidense que asimilé en sus viajes a América, y crea un enlace entre los académicos
y los ingenieros en pro del desarrollo industrial del pais. El laboratorio experimental de la em-
presa Philips, por ejemplo, fue alimentado por alumnos de Leiden.

Asimismo, graduo a varios fisicos que resultaron valiosos no sélo en el campo de la fisica.
Por ejemplo, Jan Tinbergen, alumno de Ehrenfest, aplicé conceptos de la termodindmica a la
economia y se hizo acreedor al primer Premio Nobel de Economia en 1969.
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Capitulo 29

EMMY NOETHER
(1882-1935)

29.1. Introduccion

La fuente principal de la que he sacado la biografia ha sido el libro de David Blanco La-
serna, Emmy Noether, matemadtica ideal, publicado por Nivola, Madrid 2005. Asimismo he
consultado su entrada en la Wikipedia:

http://es.wikipedia.org/wiki/Emmy_Noether

29.2. Biografia

Amalie Emmy Noether nacié el 23 de marzo de 1882 en la localidad de Erlangen, en
el estado aleman de Baviera. Su familia, de origen judio, gozaba de una prdspera posicién.
Su abuelo fundé una empresa de venta de acero que llegd a tener sucursales en Diisseldorf y
Berlin, y su padre, Max Noether, fue profesor de matematicas en la Universidad Friedrich-
Alexander, una de las tres universidades laicas que existian en Alemania, junto a Gotinga y
Halle. Su madre, Ida Amalia, pertenecia a otra rica familia judia. Emmy fue la mayor de los
cuatro hijos nacidos del matrimonio.

Las posibles aspiraciones académicas para una mujer alemana en aquel tiempo se limitaban
a ser profesoras de idiomas en institutos. Noether pasé los exdamenes que le permitian ensefiar
inglés y francés en 1900, pero sus objetivos eran mds ambiciosos, y asistié como oyente en-
tre 1900 y 1902 en la Universidad de Erlangen. Su padre, amigo personal de Felix Klein,
intercedié para que Emmy pudiera asistir también como oyente en la Universidad de Gotinga,
escuchando lecciones impartidas por el astrénomo Karl Schwarzschild o los matematicos
Hermann Minkowski, David Hilbert o el propio Klein.

El curso siguiente empezd a permitirse en el estado de Baviera la matriculacién y el dere-
cho a examen de las mujeres en cualquiera de sus tres universidades, asi que el 24 de octubre
de 1904 Emmy Noether se convertia en la primera y (inica mujer matriculada en la Facultad
de Filosofia de la Universidad de Erlangen. Tres afos después, el 13 de diciembre de 1907,
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defendid su tesis, Sobre la construccién de los sistemas formales de las formas bicuadraticas
ternarias, bajo la supervisiéon de Paul Gordan. Fue la segunda matematica alemana que se
doctord en su pais, aunque a ella nunca le gusté este trabajo.

Aln asi, Noether lo tuvo muy dificil para ostentar un cargo académico. En Alemania las
reticencias hacia la mujer en la Educacién eran mayores que en otros paises de su entorno. Hay
que decir que las mujeres habian conseguido acceder a la Universidad en Francia en 1861, en
Inglaterra en 1878 y en lItalia en 1885. La primera mujer que consiguié una plaza universitaria
docente en Europa fue la matematica rusa Sofia Kovalevski en 1881, en la Universidad de
Estocolmo. En Alemania, el kaiser era un ferviente partidario de que las mujeres no salieran
de las tres kas: Kirche, Kinder, Kéche (iglesia, nifios y cocina).

Asi, durante los siguientes anos, Noether estuvo impartiendo clases en la Universidad de
Erlangen sin cobrar ni un duro. Cuando Gordan se jubila, es sustituido en la Universidad por
un joven Ernst Fischer, que habia estudiado en Gotinga con Minkowski y estimula el trabajo
de Emmy, acercdndola a la escuela encabezada por Hilbert. Las bajas que en Gotinga produjo
la Gran Guerra hicieron que Hilbert y Klein volvieran a llamar a Emmy en la primavera de 1915.

Aunque tanto Klein como Hilbert intentaron denonadamente que la Universidad aceptara
a las mujeres como profesoras, la seccién de humanidades del claustro se opuso tajante-
mente. Entre ellos, el filésofo Edmund Husserl o el historiador Karl Brandi, que llegé a
afirmar:” Hasta ahora la aportacion cientifica de las mujeres no justifica en absoluto
la introduccién de un cambio tan drastico en el caracter de las universidades”. No
obstante, en el pecado llevaban la penitencia, ya que cada vez se tenian que cruzar con mas
mujeres en los pasillos de la Facultad. Klein introducia en las clases cada vez mds oyentes
femeninas y habia doctorado a cuatro rusas, dos norteamericanas y una inglesa.

Hilbert y Klein fueron apoyados en sus pretensiones feministas por Edmund Landau,
Carl Runge y Constantin Carathéodory, pero para ponernos en situacién no nos puede
dejar de sorprender el tono empleado por Landau en su carta de recomendacién: " Con qué
sencillez se presentaria la cuestion ante nosotros si, con el mismo trabajo, la misma
habilidad docente y la misma dedicacion, se tratara de un hombre (...) Considero el
cerebro femenino inapropiado para la creacién matematica, sin embargo, considero
a la senorita Noether como una de las raras excepciones”. Mas adelante llegd a afirmar:
"Puedo dar testimonio de que es un gran matematico, pero de si es una mujer...
bien, esto ya no podria jurarlo”. Y a Hermann Weyl se le atribuye esta declaracién:” Sélo
ha habido dos mujeres en la historia de las matematicas, y una de ellas no era
matematica, mientras que la otra no era una mujer’ (la primera mujer era Sofia Kowa-
levsky, quien sufrié una desacreditacion de su obra muy fuerte por parte de sus compaiieros
masculinos).

De este modo Noether siguié en la Universidad solamente por las tretas que concibieron
sus colegas para que pudiera dar clases. Asi, en el curso 1916/1917 figuraba el siguiente anun-
cio:" Seminario de fisica matematica. Teoria de invariantes: Profesor Hilbert, con la
asistencia de la doctora E. Noether”. En realidad, Emmy era la tnica ponente.
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Al acabar la guerra los nuevos aires politicos permitieron por fin a Noether poderse habi-
litar como privatdozent el 4 de junio de 1919. Sin embargo, todavia no cobraba un sueldo.
Permitia dar clases en la Universidad y cobrar un pequefo estipendio a los alumnos que qui-
sieran asistir a ellas. Noether accedid a este titulo a los 37 afnos, cuando para sus colegas este
era el primer escalén de juventud (por ejemplo, Hilbert y Landau fueron privatdozent a los 24).

La crisis econdmica alemana hace la situacién econdmica de Noether insostenible, y Ri-
chard Courant le consigue un contrato por unas clases de algebra a los 41 afios. No obstante,
en todos estos anos de circunstancias excepcionales para Noether, llegd a desarrollar una célida
y entrafiable relacién con sus estudiantes, con los que se la veia muy a menudo, y no sélo en
las horas lectivas. Sus dotes pedagdgicas y su generosidad para desarrollar distintas lineas de
investigacion fueron ensalzados por todos. Emmy abrié un taller en Gotinga en el que impri-
mié su sello hasta el punto de que a sus alumnos se les conocié como " chicos Noether”, y
compartian incluso la vestimenta desalifiada de su mentora.

Con la subida de los nazis al poder, Noether estaba amenazada por partida doble, tanto
por su ascendencia judia como por sus simpatias marxistas. Muchos profesores, entre los que
figuraban Noether, Max Born y Richard Courant, fueron suspendidos cautelarmente. Solo en
1933, alrededor de 1200 académicos judios perdieron sus puestos universitarios en mitad de
una crisis universal. Sin embargo, ella siguié dando clandestinamente matematicas "judias” a
estudiantes arios.

Hay que decir que la acogida norteamericana al éxodo judio no era tan facil como a menu-
do se cree. Desde la Gran Depresién, entre 1933 y 1936 dos mil profesores habian perdido su
empleo debido a la crisis, y las discriminaciones antisemitas también existian en Norteamérica.
Harvard, Columbia o Yale tenian cuotas de judios. No obstante, Noether tuvo la oportunidad
de emigrar al colegio universitario Bryn Mawr, en Pensilvania, a finales de octubre de 1933.

Bryn Mawr fue la primera institucidn en ofrecer a las mujeres norteamericanas un programa
de doctorado, y entre sus insignes matriculadas pueden encontrarse desde un premio Nobel
de la Paz a varios premios Pulitzer, asi como la primera mujer americana que entré en la
estratosfera pilotando un globo o una actriz llamada Katharine Hepburn.

Gracias a la mediacién de Weyl y Einstein, Noether firmé un contrato para dar, a partir de
febrero de 1934, ocho horas de clase semanales en Princeton.

En abril de 1935 Noether fue ingresada en el hospital de Bryn Mawr para extirparse un
tumor uterino. Aunque la operacién, el 10 de abril, fue un éxito, el 14 de abril fallecié en el
hospital de una embolia.

En el afio 2003 la Universidad de Gotinga cred una plaza de profesor- esta vez remunerada-
con el nombre de Emmy Noether.
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29.3. Aportaciones cientificas

Las contribuciones de Noether a la matematica son incontables, especialmente en la dis-
ciplina del algebra, como en la teoria de los invariantes, en la que trabajé con su mentor
Gordan. Dentro del dlgebra abstracta también realizé importantes contribuciones, y una clase
de conjuntos hoy en dia son conocidos como anillos noetherianos. También se le atribuyen
ideas fundamentales en el desarrollo de la topologia algebraica.

Pero por lo que los fisicos conocen mas el trabajo de Noether fue por el teorema quizds
mdas bello que se ha creado dentro de la fisica matematica, el llamado teorema de Noether,
que relaciona las simetrias continuas de una teoria con sus cantidades conservadas, y que ha
sido objeto de estudio en el capitulo 7?7 de estos apuntes.



Capitulo 30

MAX BORN (1882-1970)

30.1. Introduccidon

La fuente principal de la que he sacado la biografia de Born ha sido el magnifico libro
de Franco Selleri, El debate de la teoria cuantica, en la edicién al castellano de Miguel Ferre-
ro en Alianza, Madrid 1986 (Selleri 1986)). Asimismo he consultado su entrada en la Wikipedia:

http://en.wikipedia.org/wiki/Max_Born

30.2. Biografia

Max Born naci6é en Breslau, Alemania (hoy Wroclaw, Polonia) en 1882. Su padre era
especialista en anatomia y embriologia y su madre procedia de una rica familia de industriales
silesios. Estudié en la Universidad de Breslau desde 1904, pasando, no obstante, dos semes-
tres en Heidelberg y Zurich. De 1904 a 1906 permanecié en Gotinga donde fue alumno de
los famosos matematicos Felix Klein, Hilbert y Minkowsky. Obtuvo su grado de doctor en
1906 con una tesis sobre matematicas dirigida por Hilbert. en los afios siguientes trabajé en
diferentes universidades adquiriendo una gran capacidad en matemdticas y fisica tedrica, y en
1921 fue nombrado catedratico de fisica tedrica en la Universidad de Gotinga. Teniéndole a
él como tedrico, y a James Franck (autor del famoso experimento Franck-Hertz) como fisico
experimental, esa universidad prosperd y se transformé con suma rapidez en uno de los centros
principales de investigacion en fisica. Baste con decir que en esa época trabajaron en Gotinga
muchos fisicos famosos: K.T. Compton, Condon, Blackett, von Hippel, Houtermans, Rabino-
witsch, etc., entre los experimentales; y Pauli, Heisenberg, Fermi, von Neumann, Wigner y
Dirac entre los tedricos. De los miiltiples discipulos de Max Born, los mas famosos fueron:
Delbruck, Elsasser, Jordan, Maria Goeppert-Mayer, Nordheim, Oppenheimer y Weisskopf.

En 1933 los nazis le destituyeron por motivos raciales y le forzaron a emigrar de Alemania.
Se marché al Reino Unido, primero a Cambridge (1933-1936) y después a Edimburgo (1936-
1952). En 1954 se retiré a Bad Pyrmont (Alemania), en donde pasé el resto de su vida.

En 1954, le fue el concedido el premio Nobel a Max Born por sus investigaciones en fisica
cudntica.
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Born fue uno de los firmantes en 1955 del manifiesto Russell-Einstein, un escrito pacifista
contra la proliferacién de armas de destruccién masiva (por aquel entonces las nucleares).

Murié en Gotinga y estd enterrado en el mismo cementerio que Hilbert, Planck, Weber,
von Laue o Nernst.

30.3. Aportaciones cientificas

Born fue, junto con Bohr y Heisenberg, uno de los pocos fisicos que construyd la estructura
filoséfica de la mecdnica cudantica. Su principal contribucién fue, como se sabe, la interpreta-
cion probabilistica de las ondas de Schrodinger, una interpretacién que sitia el concepto de
probabilidad en el papel principal y deja ampliamente indeterminado el comportamiento de un
sistema individual, abriendo asi el camino a una descripcién acausal. No fue por coincidencia
por lo que Born empezé a considerar la idea de acausalidad en fisica ya en 1920, mucho antes
incluso de interesarse por la teoria cuantica.

Las ideas de Born relativas a la naturaleza de la fisica eran opuestas a las de Einstein, y lo
admitia con franqueza cuando escribia sobre sus disputas cientificas: " Se trata, en realidad, de
una diferencia fundamental en la concepcién de la naturaleza”. Einstein, por su parte, asentia
en una carta a Born: "...En nuestras perspectivas cientificas nos hemos vuelto antipodas. T
crees en el Dios que juega a los dados y yo creo en la ordenacién total y en las leyes de un
mundo que existe objetivamente y que trato de captar en una forma frenéticamente especula-
tiva".

Born aceptd sin reservas el principio de complementariedad de Bohr; la frase siguiente
expresa esa afirmacion con la suficiente claridad: "...el desarrollo de la fisica moderna ha en-
riquecido nuestro pensamiento con un principio nuevo de importancia fundamental: la idea
de complementariedad”. Esto hace comprensibles y hasta naturales las opiniones pesimistas
que Born tenia con respecto a nuestras posibilidades de comprender el mundo fisico: " Hemos
llegado al final de nuestro viaje por los abismos de la materia. Buscdbamos un suelo firme y
no lo hemos encontrado. Cuanto mas profundamente penetramos, tanto mas inquieto, mas
incierto y mas borroso se vuelve el Universo”.

Totalmente coherente con sus ideas, Born también considerd con detalle el determinismo
clasico, y en un articulo titulado Is Classical Mechanics in fact deterministic?, publicado en
1955, presenté un estudio de un gas propuesto por Lorentz como el movimiento de esferas
duras en un plano, de forma que un pequeno cambio en las condiciones iniciales alteraria
considerablemente la trayectoria de una particula en el gas. Born concuyé que tampoco el
determinismo asociado con la mecanica clasica era real.



Capitulo 31

JOHN VON NEUMANN
(1903-1957)

31.1. Introduccion
Los libros de donde he sacado la informacién para elaborar esta biografia son:

1) Giorgo Israel, Ana Milldn Gasca. El mundo como un juego matematico. Nivola, Madrid,
2001

11) Jests Mosterin Los Idgicos. Espasa-Calpe, Madrid, 2007

31.2. Biografia

Janos Neumann, o en su versidon alemana Johann von Neumann, o en su versidn ameri-
cana John von Neumann, nacié en Budapest en diciembre de 1903 en el seno de una familia
acomodada (su padre era banquero). Mayor de tres hermanos, desde pequefio demostré te-
ner un talento excepcional, especialmente para las matematicas, y su profesor en el Colegio
Luterano de Budapest recomendé a su padre que recibiera clases de matematicas avanzadas
por parte de un profesor de universidad. Primero fue Gabor Szego y luego Mihaly Fekete,
del prestigioso grupo de Féjer en la Universidad de Budapest. Antes de acabar el bachillerato
junto con Fekete publicé un articulo resolviendo un problema abierto que tenian planteado
los matematicos de la Universidad. No es de extrainar que al acabar sus estudios secundarios
obtuviera el premio nacional Eotvos.

Leo Szilard (1898-1964), Dennis Gabor (1900-1979), Eugene Wigner (1902-1995),
Edward Teller (1908-2003), y el propio von Neumann, todos nacieron en Budapest, todos
eran judios, todos parecian superdotados desde nifos y, ademds, tenian padres que los esti-
mulaban y alentaban. Todos estaban empapados de cultura germanica. Todos abandonaron
pronto Hungria, estudiaron y se doctoraron en Alemania, y alli iniciaron su carrera profesional,
hasta que el ascenso del nacismo los hizo emigrar a Estados Unidos o Gran Bretafia. Curiosa
confluencia de talento el que propicié la Hungria de principios del siglo XX, al menos hasta su
derrota en la Primera Guerra Mundial. Wigner fue compafiiero de colegio de John y su amistad
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se mantuvo toda su vida.

A pesar de la corriente antisemita que se instaurd después de la Gran Guerra, los banque-
ros e industriales judios seguian siendo protegidos, y asi, en 1921, al acabar el bachillerato,
el propio Jancsi fue admitido sin dificultad en la Universidad de Budapest para estudiar ma-
tematicas, pese a la limitada cuota de admisiéon de jévenes judios en la universidad impuesta
por el parlamento un afio antes (un 5%) y superando ademads los estrictos controles de fi-
delidad al régimen conservador de Horthy. No obstante su formacién principal la ejercié en
Alemania, yendo tan solo a Budapest a examinarse y a defender su tesis doctoral.

En Berlin recibié clases de Fisica Estadistica de Albert Einstein, iba también con fre-
cuencia a Gotinga a los seminarios de Hilbert y se matriculd, por expreso deseo de su padre,
a estudiar ingenieria quimica en el Politécnico de Zurich de 1923 a 1925, en donde tuvo con-
tacto con el famoso matematico Hermann Weyl. En Gotinga encontré también a Robert
Oppenheimer, que mds tarde seria su colega en Princeton. En 1927 fue habilitado como
Privatdozent en la Universidad de Berlin, aunque su matriz investigadora la fijara en Gotinga.
A pesar de esta dispersién académica, von Neumann también tenia fama de vivir bien la vida
nocturna de Berlin.

A partir de 1929, afio en el que el matematico americano Oswald Veblen invité a von
Neumann y Wigner a pasar un semestre en la Universidad de Princeton, John quedé fascinado
por América y los afnos siguientes alternaba docencia entre Alemania y Estados Unidos. Su
padre habia muerto poco antes del primer viaje a América y von Neumann quiso estabilizar su
posicién familiar antes de partir, casdndose con su novia Mariette Kovesi, hiingara de religion
catdlica, religion a la que se convirté formalmente von Neumann por este hecho. El matri-
monio durd siete afos, y su Unica hija, Marina von Neumann Whitman, naceria en 1935 en
los Estados Unidos, convirtiéndose en una respetada economista y distinguida profesora de la
Universidad de Michigan.

En 1933, tras la llegada al poder de los nazis, von Neumann tuvo que emigrar defini-
tivamente como muchos cientificos europeos. El Instituto de Estudios Avanzados (IAS) de
Princeton empezé a funcionar en 1933. Como primeros profesores del 1AS fueron nombrados
Albert Einstein, Oswald Veblen, John von Neumann, Hermann Weyl y James Alexander. La
casa de von Neumann fue rapidamente un centro de reuniones y fiestas para toda aquella
comunidad.

Su matrimonio se deterioré hasta el punto de que en 1937 su mujer consiguié en divorcio.
Von Neumann se volvié a casar en 1938 antes de la vuelta de su dltimo viaje a Europa (des-
tino que seguia frecuentando esporddicamente para reuniones o conferencias), con su amiga
hingara Klara Dan. Su madre y sus hermanos acabarian siguiéndolo a Estados Unidos.

Tras establecerse en EEUU von Neumann intensificé su labor intelectual al tiempo que
ayudaba a diversas organizaciones armamentisticas con sus proyectos. A partir de 1943, estu-
vo completamente implicado en el proyecto Manhattan, y pasaba varios meses al ano en el
laboratorio de Los Alamos (Nuevo Mexico). De hecho él disefio el método de implosién de Ia
bomba de Nagasaki. También se mostré a favor de construir la bomba de hidrégeno, a la que
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se opuso rotundamente Robert Oppenheimer. No obstante, a pesar de no compartir su ideo-
logia, von Neumann defendié publicamente la integridad y la lealtad de Oppenheimer cuando
éste fue acusado de traidor en la época maccarthysta, testificando a su favor y gandndose el
respeto de la comunidad cientifica.

En 1944, el matematico Herman Goldstine contraté a von Neumann como asesor para el
disefio de computadores digitales en la escuela Moore de ingenieria. En 1955 se le nombré
comisario de la Energia Atdmica, el puesto mas alto que un cientifico podia alcanzar en el
gobierno de los Estados Unidos, y en primavera se mudé a Washington. En 1956 recibid la
medalla Fermi de manos del presidente Eisenhower. No pudo ejercer demasiado tiempo su
puesto, ya que el 8 de febrero de 1957 murié de un cancer de huesos a los 53 anos de edad,
probablemente contraido por la intensa exposicién a material radiactivo durante sus estancias
en Los Alamos. El premio Nobel de Fisica Hans Bethe comenté tras su muerte: " A veces me
he preguntado si un cerebro como el de John von Neumann no indica una especie
superior a la especie humana”.

Para Israel y Gasca, von Neumann representa el primer cientifico que ilustra la ciencia del
siglo XX, sobre todo por el hecho de su relacién con la tecnologia, el armamento y el poder.
Es cierto que la imagen de von Neumann supone la de un cientifico sometido a todas las
exigencias del poder, incluyendo las menos nobles, pero también es cierto que von Neumann
representa el ejemplo de la ambicidn ilustrada de colocar a la ciencia en una posicién central
en el proceso de las decisiones sociales.

Por otra parte, von Neumann no era una figura siniestra. Aunque los que le conocieron
admiten que era frio y racional, también era sociable, amable, cortés y abierto con todo
el mundo. Comia demasiado y le encantaba la buena mesa y la cocina mexicana. Tenia un
temperamento chispeante y desenfadado y era bastante mujeriego. Pero con lo que mas parecia
gozar von Neumann era ejercitando su intelecto, gracias al cual tenemos su mejor legado.

31.3. Aportaciones cientificas

Es muy dificil abarcar la totalidad de las aportaciones de Neumann al mundo de la ciencia,
y en especial a la matematica, por los numerosos palos que tocé. No obstante sus mayores lo-
gros se encuentran en la fundamentacién de la matematica, en la fundamentacién matematica
de la teoria cuantica, en la teoria de juegos y en el campo de la moderna computacién, de la
que fue uno de los fundadores.

En 1923, con tan solo veinte anos, hizo su primera contribucién importante a la matematica
en un trabajo titulado " Sobre la introduccion de los nidmeros transfinitos”, una simplificacién
de la teoria de conjuntos ordinales de Cantor libre de paradojas. En 1925 introdujo una nueva
axiomatizacién de la teoria en su articulo " Una axiomatizacion de la teoria de conjuntos”, y
dedicé a ello la tesis doctoral. Mas adelante, en 1928, desarrollaria totalmente la teoria de
ordinales en el trabajo " Sobre la definicion por induccidn transfinita y cuestiones relacionadas
con la teoria general de conjuntos”. Junto con Zermelo, von Neumann ha sido de los dos
grandes axiomatizadores de la teoria de conjuntos.
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En cuanto llegé a Gotinga, von Neumann empezd a trabajar con Hilbert en una axioma-
tizacidn rigurosa y abstracta de la mecanica cuantica, de la cual las versiones de Heisenberg
y Schrodinger fueran casos particulares. Von Neumann utilizé como estructura matematica
basica un espacio vectorial complejo de infinitas dimensiones al que llamo espacio de Hilbert
en honor a su maestro. Entre 1927 y 1929 publicé una serie de cinco articulos llevando a cabo
esta titdnica tarea, que fue finalmente compendiada en 1932 en su primer libro: " Fundamentos
matemdticos de la mecanica cudntica”’, un referente en su campo aun hoy en dia (en Espafia
lo edité el CSIC (Neumann 1932)).

Contribuyé también a desarrollar la rama de la matemdtica de la teoria de juegos, pu-
blicando en 1928 un articulo titulado "Sobre la teoria de los juegos de sociedad” y en 1944
publicando su libro de referencia junto a Morgenstern, " Teoria de juegos y de la conducta
economica’, en el que presenta esta rama completamente desarrollada.

En los afos cuarenta empezd a interesarse por la computacién, introduciendo en esta
ciencia el punto de vista formal y légico, que acabaria conduciendo a la separacién de la con-
cepcidn del programa (software) como algo distinto del soporte material (hardware). Esta idea
de separacion fue establecida tedricamente en 1945 e implementada en la maquina EDVAC,
que acabd contruyéndose en Princeton. Desde entonces todos los computadores incorporan
la arquitectura de von Neumann. Ademds hacia 1949 publicé una teoria de autématas auto-
reproductivos, maquinas capaces de ensamblar copias de si mismas. Desde entonces muchos
desarrollos autorreproductivos proceden de la misma fuente.



Capitulo 32

ETTORE MAJORANA
(1906-7)

32.1. Introduccion

La fuente principal en la que me he inspirado para esta biografia ha sido el libro de Leonar-
do Sciasca, La desaparicion de Majorana(Sciascia 2007)). Asimismo he consultado las entradas
en Internet:

http://en.wikipedia.org/wiki/Ettore_Majorana
http://www.historiasdelaciencia.com/7p=34
http://www.lnds.net/blog/2012/04/el-extrano-caso-de-ettore-majorana.html

32.2. Biografia

" Treinta y un aiios, 1,70 de estatura, delgado, moreno de pelo, ojos
oscuros, larga cicatriz en el dorso de la mano. Se ruega a quien sepa
algo se dirija al reverendo padre Marianecci, Viale Regina Margue-
rita, 66, Roma”.

Este es el anuncio que aparecié en la seccién de desaparecidos del suplemento semanal
italiano La Domenica del Corriere el 17 de julio de 1938. Y es que desde que nuestro prota-
gonista cogié el barco correo de Ndpoles a Palermo el 25 de Marzo, y a pesar de que el dia
después mandé una carta desde Palermo en donde se entendia su regreso en el mismo barco,
nadie lo volvié a ver.

Ettore Majorana habia nacido en Catania, Sicilia, el 5 de agosto de 1906. Era el menor de
cinco hermanos en el seno de una familia acomodada y de buena tradicién cultural y cientifica
(su padre también era fisico y sus tios grandes juristas, estadistas y diputados). Religioso, fue
alumno en el colegio jesuita Massimo de Roma. Estudié el Bachillerato de letras obteniendo
el titulo en 1923. En Roma cursé la carrera de ingenieria hasta el penultimo curso cuando,
aconsejado por su amigo Emilio Segre y tras una entrevista con Enrico Fermi, se pasé a la
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fisica a principios de 1928. En 1933 consigue una beca y viaja a Alemania y a Dinamarca co-
nociendo a Heisenberg, con quien le unié una buena amistad, y a Bohr. En 1935 fue nombrado
catedratico de fisica tedrica de la Universidad de Népoles.

Dicen los que le conocieron que Majorana estaba dotado de un talento excepcional para la
fisica. EI mismo Fermi después de su desaparicién le llegd a comparar con Galileo o Newton,
pero desgraciadamente no nos ha dejado la obra suficiente para poder confirmar este punto.
Lo Gnico que se puede decir a juzgar por los escritos de sus familiares es que fue un nifio
precoz al que le solian hacer las tipicas encerronas de célculo para que averiguara el resultado
de tal o cual operaciéon. Evidentemente su talento se vio mas tarde reforzado por el hecho de
trabajar al lado de Fermi y el llamado Grupo de Roma, también Illamados Los chicos de la
Via Panisperna (por encontrarse el departamento de fisica de la Universidad de la Sapienza de
Roma en esta calle), que habia formado este a su alrededor.

A Majorana no le ayudé mucho su cardcter. Timido, reservado e introvertido, algunos
le consideraban directamente un neurdtico. Huia de las demostraciones de talento que le
rodeaban y a menudo ocultaba brillantes ideas fisicas al resto. De hecho se dice que los cuatro
anos anteriores a su desaparicion salia poco de casa, aquejado seglin algunos de " agotamiento
nervioso” . Seglin su hermana Ettore solia decir que los fisicos " van por mal camino”, y algunos
relacionan este hecho con la liberacién inminente del poder de la energia atémica. En ese
tiempo sélo publica dos articulos, y uno de ellos no era de fisica, sino de filosofia. Publicado
cuatro anos después de su desaparicidn, extraemos un fragmento que muestra la visién que
tenia de por dénde debian tirar las ciencias sociales:

”...desde el punto de vista estrictamente cientifico, nada nos impide
considerar plausible la idea de que el origen de ciertos acontecimien-
tos humanos pueda consistir en un hecho vital sencillo, invisible e
imprevisible. Si asi fuera, como creemos, las leyes estadisticas en
ciencias sociales resultarian de gran provecho, pues ademas de de-
terminar empiricamente la resultante de un gran nimero de causas
desconocidas, describirian la realidad de manera inmediata y concre-
ta. Saber interpretarlas requiere de un arte especial, que no deberia
desdenar el buen gobernante”.

Para Sciascia, en aquellos tiempos Majorana se comportaba bdsicamente como una per-
sona asustada. Recordemos que vivia en plena lItalia fascista y eran tiempos de gran tensién
econdémica, pero aparte de ello la fisica vivia un momento de voragine especial con la teoria
atomica. La relaciéon de Majorana con las ideas fascistas sélo se puede entrever por su estrecha
relacién con Heisenberg y su opinién al respecto de la "revolucién nazi”:
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" La poblacién de Leipzig, que era mayoritariamente socialdemécra-
ta, ha aceptado la revolucion sin problemas. (...) La mayoria aria
se felicita de la persecucion de los judios. El nimero de personas
que encontraran empleo en la administracion publica y en nume-
rosas empresas privadas tras la expulsion de los judios no es nada
desdeiiable, de ahi la gran popularidad de la lucha antisemita. (...)
Con todo eso creo que el Gobierno no hace sino responder a una
necesidad histérica: hacer hueco a una nueva generacion que de otro
modo se asfixiaria en el actual marasmo econémico” .

quiza demasiado poco para tacharle de fascista como se ha sugerido en alguna fuente, ya que
en esa época era muy complicado rechazar abiertamente las ideas imperantes.

En cuanto a su desaparicidn, parece que hay tres teorias sobre la mesa: suicidio, convento
o huida a Argentina. En cualquier caso es un hecho que fue premeditada, ya que escribié una
carta a Carrelli, director del Instituto de Fisica de Napoles, y otra a su familia, que en efecto
puede interpretarse como la antesala del suicidio:

”Sélo os pido una cosa: no vistais de negro, vy, si es por seguir la cos-
tumbre, poneos solo alguna seinal de luto, pero no mas de tres dias.
Luego, si podéis, recordadme con vuestro corazén y perdonadme”.

La familia no admitié sin embargo esta hipdtesis, como se puede ver en la carta que la
madre de Ettore escribié a Mussolini:

" Fue siempre una persona juiciosa y equilibrada y por eso el drama
de su alma y sus nervios parece un misterio. Pero una cosa es cierta,
y asi lo dirdn todos sus amigos, su familia y yo misma, que soy
su madre:nunca dio muestras de trastorno psiquico o moral como
para que podamos pensar que se suicidd; al contrario, lo tranquilo
y riguroso de su vida y sus estudios no permite, incluso lo prohibe,
creer que fuera otra cosa que una victima de la ciencia”.

En contra de su suicidié también esta el hecho de que dias antes retird el importe de las
pagas de los meses de octubre a febrero que habia dejado acumularse, y a principios de afio le
habia dicho a su madre que le enviara todo su dinero.

En cuanto a las hipét